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Abstrak

Dalam paper ini dikembangkan sebuah metode Orde-Empat untuk mencari akar berganda
dari persamaan nonlinier. Metode tersebut di dasarkan pada metode Orde-Lima dari
Jarrat (untuk akar-akar sederhana) yang hanya memerlukan satu perhitungan fungsi dan
tiga kali perhitungan turunan. Efisiensi informasi dari metode tersebut sama dengan
metode-metode dengan orde yang lebih rendah. Untuk kasus-kasus akar berganda, telah
ditemukan metode-metode yang hanya memerlukan satu kali perhitungan turunan.
Sehingga metode-metode tersebut lebih efisien jika dibandingkan dengan metode-metode
lainnya.

Kata kunci: akar berganda, Orde-tinggi, Persamaan Nonlinier.

1. Pendahuluan

Ada berbagai macam literature untuk masalah penyelesaian persamaan nonlinier
dan sistem persamaan nonlinier. Lihat pada contoh Ostrowski (1960), Traub (1964),
Neta (1983) dan pada referensi-referensi yang lainnya. Dalam penelitian ini akan
dikembangkan sebuah metode titik-tetap Orde-tinggi untuk penyelesaian akar berganda.
sebenarnya terdapat banyak metode yang dapat digunakan untuk mencari akar ¢ dari m
persamaan nonlinier f(x) = 0, lihat Neta (1983). Metode Newton hanya salah satu
metode orde-satu kecuali yang dimodifikasi sehingga menjadi orde-dua tingkat
konvergensinya, lihat Rall (1996) atau Schroder (1996). Untuk memodifikasi diperlukan

pengetahuan tentang multiplicity. Traub (1964) telah menyarankan penggunaan sebuah
metode untuk f(x) atau g(x) = 1%’ beberapa metode tersebut memerlukan
turunan yang libih tinggi dari pada yang digunakan untuk masalah akar sederhana yang
hanya memiliki satu akar. Sehingga yang pertama dari metode-metode tersebut adalah
mengetahui multiplicity m. Dalam beberapa hal, terdapat metode orde-tinggi yang
dikembangkan oleh Hamsen dan Patrick (1977), Victory dan Neta (1987), dan Dong
(1987). Karena secara umum tidak dapat diketahui multiplicity-nya, Traub (1964)
menyarankan sebuah jalan untuk mengaproksimasinya pada saat iterasi.

Sebagai contoh, metode Newton yang dimodifikasi dengan tingkat konvergensi
kuadratik adalah

fu (1)

Xn+1 = Xp —M—7

Dan metode Halley (1964) dengan tingkat konvergensi kubik adalah
fn

xn+1:xn_m+1 , fn nl/ (2)
om I T
Dimana fn(l) adalah kependekan dari fx(;). Metode orde-tiga lainnya telah dikembangkan

oleh Victory dan Neta (1987) yang didasarkan metode orde-empat-nya King (1973)
untuk akar-akar sederhana.
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B fa
Wn = Xn — f_n’ 3
L f) et Af G
T fat Bf (W)
Dimana
A= MZm _ ‘le+1
B__,um(m—Z)(m—l)+1 4
a (m—1)2
Dan
__m_ (5)
H= m-—1

Sebelumnya, dua metode orde-tiga telah dikembangkan oleh Dong (1987), keduanya
memerlukan informasi yang sama dan keduanya juga didasarkan pada keluarga metode-
metode orde-empat (untuk akar-akar sederhana) oleh Jarrat (1966):

e £ () ©)
n+1 — An - Yn m+1 2
m , m—m-—1
(m —_ 1) f (xn - un) + m — 1)2 f (xn)
m
m e UACSY) 7
Xn+1 = Xn — Un — m
m+1 1 , m ,
. (145) (o= i) = /G)
. _ flxn
Dimana u,, = o)

Langkah awal dari metode yang akan dibentuk disini adalah metode Jarrat (1996) yang
diberikan

f () (8)

Xn41 = Xp —
TR a4y () + agf ' () + azf ()
Dimana u,, seperti diatas dan

Yn = Xn — AUy
)
oW )

Nn = Xp — bu, — cvy,

Jarrat (1996) telah menunjukkan bahwa metode ini (untuk akar sederhana) adalah dari
orde-lima jika parameter-parameter yang dipilih adalah sebagai berikut:
1 3 1 2
e=bL b=y Ty @T@EE &Tm o)

Metode tersebut memerlukan satu fungsi-dan tiga turunan-untuk setiap langkah
perhitungan. Sehingga efisiensi informasi adalah 1.25 (Traub, 1964). Karena Jarrat
(1996) tidak memberikan konstanta error asymptotic-nya, maka digunakan Redfern
(1994) untuk memperolehnya,

iA +1A A —lA2 +1A2A + A}

o415 T a2 T 3 A3 T g Aol 2
Dimana A; diberikan oleh (14) dengan m = 1.

2. Skema Baru untuk Orde-Tinggi

Untuk memaksimalkan orde-konvergensi untuk sebuah akar ¢ dengan perkalian m
harus ditentukan enam parameter a, b, ¢, a4, a,, a_3. Misalkan e,, é,, €, adalah error
pada untuk iterasi ke-n, yaitu:

en =Xp —¢

én=Yn—%§
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€E=Np—§
Jika f(x,) dan f'(x,) di expansi menggunakan deret Taylor (setelah dipotong sampai
orde ke-N, N > m) diperoleh

fOn) = flxn — f+f)_f(f+en) (12)
(m)
f m.(f) <en + ._Z Aie,il>
atau e
f<m><f> ( ) (13)
i= ;—1
dimana
m! (&) .
At mpme T as
Bi_m = 4A;
D LI S L im
FG) = Gompgren ™t 1+ l;ﬁ& met (15)

Untuk mengekspansi f'(y,) dan f'(n,) digunakan manipulasi symbolic, seperti
Redfern (1994), diperoleh

f(m)(f) Am1(1+m+1 . m+2 “2+...)

f’(yn) ( Y €n B.é, + B,éy (16)
én, = e, — auy,
=(1-%e +- 2B e24|2p —8mDpa] 3,
=(1-2) e+ 5 Brel + |25 B, - 2 BZ | e + an
= (1-2) ey + 2 Bie} + [ B, - D B2| e + -
1 1 , 1 m+1 .1,
= Een +%Blen + E Bz - WBl] en + .-
Dimana untuk memudahkan dipilih
_m (18)
‘T2
sehingga
, ™ (19)
f'm) = m—-1)! en'” '(co + cren + o7 + cze + )
dimana
CO = zl_m
3m—1
€ =— 27™B,
4-2m _, 3(3m-—2) m
Cz = 2 Bl + 2 BZ 2
25m — 21 m? — 21m + 34
= 4m Bs+ 2m? 172
_ m3 —12m? — 13m + 4833] -
6m3 1

Error-nya diberikan oleh
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2b+c¢é(m—1 21
€n = ey — bu, — cv, = e, + 21(n2 )Blerzl @D
8b + (5m — 6)¢é 4b(m+1) — (3m? - 7)¢
+ pisee B, — yiee B2|e3 + -
Dimana
¢ =2m1c (22)
b+¢
A=1-
m
Berikutnya ekspansi f'(n,) dalam bentuk e,
(m) m+1 m+ 2
o =L i (142 e M 2y )
(m—1)! (23)
_r™©
= m- f), en™1(dy + dye, + dyef + )
dimana
dO = /1m_1
Am—ZB1 .
d, = — (m?+b>)(m+1) —bm(m+3) + (m + 1)é?
2 . m? —6m — 3]
+[2bm+ 1) - m————|¢ 24)
m-—3
dz = 32 Bl [alb + ,316 + ]/16 + 51C ]
m-3
+ — Byla, + o6 + y,62 + 8,83 + y3¢6*]
Dimana

a; = 16[2m(m + 1)b? —m?(m — 7)b + 2m?(m + 1)]

B = 8m[6b*(m + 1)(m+3) + b(m3 —15m? —m — 1)
—m(m—1)(m? - 2m —7)]

v1 = 4[8bm?*(m + 1) + m(m — 1)(m3 — 6m? — 3m — 16)
+ 4m?(m —1)]
5, =16m?(m—1)

a, = 32[b*(m + 2) — 4b3m? + 2b*m(m + 4)(2m — 1)

—2bm3(m +5) + m°(m + 2)]
B, = 8[16b3(m + 2) — 48b*m(m + 2) — bm?(5m? — 51m — 98)
+ m3(5m? — 27m — 26)]
Y2 = 8[24b*(m + 2) — 48bm(m + 2) — m?(5m? — 35m — 42)]
6, = 128[b(m + 2) —m(m + 1)]
Y3 =32(m + 2)

Berikutnya substitusikan (13), (15),(19) dan (23) kedalam (8) dan expansi kuasi
fn

ayf'(xp)+azf' p)+asf' (nn)

menggunakan deret Taylor, sehingga diperoleh

fa
alf,(xn) + azf,(yn) + a3f,(nn)
= Cle, + C3Bie2 + (C1B? + C2B,)e3 + (CiB} + CiB,B, +
CiB3)es +

€n+1 = €n —

(26)
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Dimana koefisien Cij tergantung pada parameter-parameter b,c,aq,a,, az. Kelima
parameter tersebut dapat digunakan untuk menghilangkan koefisien e,, e2,e3 dan e;.
Sehingga orde dari metode tersebut adalah p = 4. Sebenarnya, kecuali untuk m = 2,

digunakan b = a = % dan sehingga hanya 4 parameter yang di gunakan. Ini merupakan
syarat perlu untuk memperoleh metode orde-empat.

TABEL 1. Hasil dari contoh 2

X f X f

0.8 0.1296 0.6 0.4096
1.00074058  0.21954564(—5) 1.02772227  0.31600247(—2)
1.00000014  0.750396(—13)

N = oS

Karena sangat kompleknya persamaan di atas, parameter-parameter yang digunakan
untuk m = 2,3,4,5 dan & diberikan dalam tabel 2 berikut ini. Metode-metode tersebut

semuanya memiliki orde-empat.

TABEL 2. Parameter-parameter hasil contoh 2

m 2 2 3 4 5 6
4 3
a 1 - - 2 E 3
3 2 2
5
b free free free 2 > 3
¢ free 1;—b %—2 0.064783 0.021737  0.008212
1 —
o -+ 1 2b 25 4 0437458 —0430345 —0.368149
2 2 108" 72
25
a, 2 30b-1) 4=—b 7904129  18.815436  39.687683
125
as 0 2 - ~5.912818 —15.894083 —35.699379
1 2 13 5p 37
n  —= Zp-= 2= _ 21 _0236261 —0.164791 —0.120179
2 9 18 1296 108
3 7 b 25  5b
r 2 L_Z i 0.154675  0.101387  0.073031
8 8 2 81 972
1 1 2
T3 = = Sl 0.083527  0.069672  0.057025
8 8 25

Batas kesalahan diberikan oleh

en+1 = (11B1B, + 1,B7 +13B3)ey (27)
Dimana ry,1,, dan r3 adalah yang diberikan dalam table diatas untuk setiap m. Untuk
m = 3, dapat dipilih dengan parameter b dengan bebas untuk menyamakn a = %

Ringkasnya, dalam penelitian ini telah dihasilkan metode orde-empat yang
menggunakan satu fungsi dan tiga turunan dalam setiap iterasi. Efisiensi informasi pada
metode-metode tersebut adalah 1, seperti metode-metode yang telah disebutkan diatas
untuk akar-akar yang banyak. Indeks efisiensinya adalah 1.4142 yang lebih rendah
daripada metode-metode orde-tiga. Dalam hal m = 2 diperoleh sebuah metode yang
hanya memerlukan dua perhitungan turunan (a; = 0) sechingga efisiensi informasinya
adalah 4/3 dan indeks efisiensinya adalah 1.5874.
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3. Simulasi Numerik

Dalam contoh pertama ini digunakan sebuah polynomial kuadratik yang
mempunyai dua akar pada & = 1.
fx)=x*-2x+1 (28)
Dalam contoh ini, dimulai dengan x, = 0, dan kekonvergenannya diperoleh dalam 1
iterasi. Dalam contoh kedua, diambil polynomial yang mempunyai dua akar pada
¢ ==l
fl)=x*—2x?+1 (29)
Dimulai pada x, = 0.8, metode ini konvergen dalam 1 iterasi. Jika dimulai dengan
Xo = 0.6, metode ini memerlukan 2 kali iterasi. Hasil perhitungannya diberikan dalam
table 1.
Hasil yang sama juga diperoleh jika dimulai dengan x, = —0.8 dan x = —0.6 untuk
konvergen pada { = —1.
Contoh berikutnya adalah polinomial dengan 3 akar pada & = 1.
f(x) =x5—8x*+24x% —34x? + 23x — 6 (30)
Iterasinya dimulai dengan x, = 0 dan hasilnya diringkas dalam tabel 3. Contoh lainnya
dengan 2 akar pada ¢ = 0 adalah
f(x) = x%e* (31)
Dimulai pada x, = 0.1 metode ini konvergen dalam 1 iterasi, tetapi jika nilai awalnya
dimulai pada x, = 0.2, metode ini konvergen dalam 1 iterasi. Hasil perhitungannya

diberikan dalam tabel 4. Contoh terakhir adalah polinomial yang mempunyai akar ganda
padaé =1

f(x) =3x* +8x3 —6x% —24x + 19 (32)
TABEL 3. Hasil dari contoh 3
n x f
0 0 —6
1 0.95239072 —0.23148417(-3)
2 0.99999683 —0.63(—16)
TABEL 4. Hasil dari contoh 4
n X f X f
0 0.1 0.11051709(-1) 0.2 0.48856110(—1)
1 0.12654311(—4) 0.16013361(—9) 0.17709827(—3) 0.31369352(—7)
2 0.3739(—20) 0 0.14341725(—15) 0
TABEL 5. Hasil dari contoh 5
n X f
0 0 19
1 1.46056319 9.725126111
2 1.00101187 0.368806435(—4)
3 1 0
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