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ABSTRACT
In this paper we study Henstock-Pettis integral on the Euclidean space R”. We discuss some properties

Linear integrable.
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PENDAHULUAN

Pada tahun 1914, Perron mengembangkan
perluasan lain  integral Lebesgue dan
menunjukkan bahwa integralnya mempunyai
sifat bahwa setiap derivatifnya terintegral pada
garis lurus. Selanjutnya Henstock dan Kurzweil
secara terpisah mengitlakkan integral Riemann
dengan mengubah konstanta positif 6 menjadi
fungsi positif § dan ternyata integral yang
disusun keduanya ekuivalen. Oleh Kkarena itu,
integral yang mereka susun terkenal dengan
nama Henstock-Kurzweil (Lee dan Vborn, 2000).

Dari kajian tentang integral Henstock
banyak sifat-sifat yang telah diungkapkan baik
dalam R maupun ruang R Menurut penelitian,
masalah mengenai sifat-sifat pada integral
Henstock kemungkinan dapat dikembangkan
menjadi masalah yang lebih luas dalam integral
Henstock-Pettis, khususnya sejauh mana sifat-
sifat integral Henstock dari fungsi bernilai real
dapat dikembangkan ke dalam integral Henstock-
Pettis pada ruang Euclide R~ Dari kajian tentang
integral Henstock-Kurzweil banyak sifat-sifat
yang telah diungkapkan baik dalam R maupun
ruang R Menurut penelitian sebelumnya,
masalah mengenai sifat-sifat pada integral
Henstock-Kurzweil yang telah dilakukan oleh
Guoju dan Tianqing, 2001, Guoju dan Swabik,
2001, Indrati, 2002, serta Dharmawidjaya, 2003,
kemungkinan dapat dikembangkan menjadi
masalah yang lebih luas dalam integral Henstock-
Kurzweil-Pettis, khususnya sejauh mana sifat-
sifat integral Henstock dari fungsi bernilai real
dapat dikembangkan ke dalam integral Henstock-
Kurzweil-Pettis pada ruang Euclide R".

Definisi 1.1. Diberikan fungsi volume a pada R",
sel A ¢ R"dan E ruang Banach. Fungsi f: E — X
dikatakan terintegral-a Henstock pada E terhadap
a, ditulis singkat f € H (E, a, X) jika terdapat vektor
A € X sehingga untuk setiap bilangan ¢ > 0
terdapat fungsi positif J pada E dan untuk setiap
partisi Perron J-fine

D={(Dy,%,),(D,,%3),+,(Dy, X,)} pada E berlaku

4= @) rwam|

< E&.

A=(D)) fEaD)

PEMBAHASAN

Akan dibahas sifat-sifat lanjut dari integral
Henstock-Pettis pada ruang Euclide R", yakni
memuat pembahasan yang berkaitan dengan
sifat-sifat Linearitas fungsi terintegral Henstock-
Pettis pada ruang Euclide R"™.

Definisi 2.1. Diberikan X ruang Banach dan X*
ruang dualnya, volume a pada R", dan se A < R™.
Fungsi f: E — X dikatakan terintegral-a Henstock-
Pettis pada E, ditulis singkat dengan f € HP(E, a),
jika untuk setiap x* € X* dan sel A C E, fungsi
x*f terintegral-a Henstock pada A dan terdapat
vektor xr a.«) € X sehingga

X (Xram) = (}f)L x*f da.

Selanjutnya vektor Xsaq) di atas disebut nilai
Integral Henstock-Pettis fungsi f pada A dan ditulis

X(Faa) = (7{7’)[ f da,
A
khususnya

x(f,E,a) = (}[?)f f da’,
E
Jadi

x* (}[?)Lfda, =(.7-[)J;1 x*f da.

Teorema 2.2. Jika f [JHP(E, a), maka vektor
X(f,aa) € X yang dimaksud di dalam Definisi 2.1
adalah tunggal

Bukti: Jika terdapat vektor x; (F.Aa) dan x, (F.Aa)

seperti pada definisi 2.1 maka

x* (xl(f'A,a)) = (}[)L x*fda
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dan

x (xz(f.A,a)) = (}[)L x*f da

oleh karena itu,
X (xl(f,A.a)) —x (xz(f.A.a))

=(}[)L x*fda—(}f)fA x'f da

atau

x (xl(f,A,a)) =X (xz(f.A.a))
Untuk setiap x 11X
Jadi

X1faa) = *2(fa0) @

Contoh 2.3 Jika x*f(X) = ¢ untuk setiap X di
dalam sel E 00 R", maka f0 HP(E,a) dan

x*(x(ram) = a(A)c.

Bukti : Diberikan sebarang bilangan € > 0 dan
x* € X* maka dapat ditemukan fungsi positif 0
pada E sehingga jika A [0 E sebarang sel dan
D = {(D, )} sebarang partisi Perron &fine pada
sel A, maka
(P f@a(D) = x (x40

= (D) X ca(D) — alA)c|

=|a(A)c—a(A)c|=0<c¢
Jadi x*f terintegral Henstock pada E dan untuk

sel A O E di atas, maka terdapat vektor
X(r.a0) € X sehingga

x*(xram) = (}f)L x*f da

= (H)f cda
A
=a(A)c
Jadi f terintegral Henstock-Pettis pada E.

Teorema 2.4 Diberikan X ruang Banach dan X*
dualnya, volume a pada (0" dan sel E [7 [J»,
(i) Jika f,g [0 HP(E,a) maka f+g [J HP(E,q)
dan X(s+g.aa) = X(raa) t X(ga0)
(ii) Jika f JHP(E,a) dan c[J00 maka
of OHP(E,a) dan X(cr a0y = C.X(f.a0)
Bukti :

(i). Fungsi f O HP(Ea), maka untuk setiap
x* € X* fungsi x*f terintegral Henstock
pada E dan untuk setiap sel A [0 E terdapat
vektor xr 4 o) € X sehingga

X (Xram) = (}f)L x*f da

dan fungsi g O HP(E,a), maka untuk setiap
x* € X* fungsi x"g terintegral Henstock

pada E dan untuk setiap sel A J E terdapat
vektor x4 44) € X sehingga

x* (Xgam) = (?f)f x*g da
A

Karena A [0 E sebarang sel, maka berlaku
untuk fungsi f dan fungsi g. Jadi untuk setiap
x* € X* fungsi x*(f+g) terintegral Henstock
pada E. Oleh karena itu terdapat vektor
X(f+g4a) € X sehingga untuk sel A O E di
atas berlaku

X (Xregam) = (}f)fA x*(f +g) da

=(}[)L x*fda+(.‘i-f)L x'g da

= x"(Xraw) + ¥ (Xga0)

Jadi f+g O HP(Eq)
dan
X(r+g40 = X(raw) T X(ga0
(ii). Fungsi f O HP(E,a), maka untuk setiap
x* € X* fungsi x*f terintegral Henstock pada

E dan untuk setiap sel A U E terdapat vektor
X(r.aa) € X sehingga

x*(x(f,A,a)) = (?[)L x*f da

Oleh karena itu, untuk setiap x* € X* dan
¢ O O maka x*cf terintegral Henstock pada
E dan untuk setiap sel A O E terdapat
vektor X(cr aq) € X.

Sehingga

X*(x(cf,A,a)) = (j{)f x*cf da
A

= C(?‘[)J- x*f da
A

= cx*(X(ra0))
Jadi cf O HP(E,Q)
dan

X(cfaa) = C-X(f,40) C

Teorema 2.5 Diberikan X ruang Banach dan X*

dualnya, volume a dan B di dalamnya 0" dan sel

Ef0On,

(i). Jika f JHP(E a) dan f JHP(E, [), maka f [J
HP(E, a+ph)
danX(raa+p) = X(ra@) + X7,

(ii). Jika f [JHP (E,a) dan e[J [Jdengan e>0 maka
fHP (Eeq) dan x(f g eq) = €-X(f,a,a)

Bukti :

(i). Fungsi f O HP(Ea), maka untuk setiap
x* € X* fungsi x*f terintegral Henstock pada

E dan untuk setiap sel A O E terdapat vektor
X(r.aa) € X sehingga
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x*(x(f,A,a)) = (}[)L x*f da

dan fungsi f 0 HP(E,[), maka untuk setiap
x* € X* fungsi x*f terintegral Henstock pada
E dan untuk setiap sel A U E terdapat vektor
X(f.ap) € X sehingga

X (xap) = (%)L x*f dp

Karena A [0 E sebarang sel, maka berlaku
untuk fungsi f yang terintegral Henstock-
Pettis pada E terhadap adan 8

Jadi untuk setiap x* € X* fungsi x*f
terintegral Henstock pada E.

Oleh  karena itu terdapat vektor
X(faa+p) € X sehingga sel A [ E di atas
berlaku

X(f.Aa+B) = (}[)L x*fdla+pB)

=(.7-[)fA x*fda+(.7-[)fA x*fdf

= X(ra0) t X(f,4,8)

Jadi fO0 HP(E,a+p),
dan

X(faa+B) = X(raa) T X(r,48)

(ii). Fungsi f O HP(E,a), maka untuk setiap
x* € X* fungsi x*f terintegral Henstock pada
E dan untuk setiap sel A 0] E terdapat vektor
X(r.aa) € X sehingga

x*(xXram) = (}f)fA x*f da

Oleh karena itu, jika e 0 O dengan e > 0
maka untuk sel A 0 E di atas terdapat vektor
X(r.aea) € X sehingga

x*(x(f.A,ea)) = (H)f x*f dea
A

= e(.‘]—[)f x*f da
4

= ex"(X(r.a0)
Jadi fO0 HP(E,eq)
dan
X(f.Aea) = €-X(f,Aa) @

Teorema 2.6 Jika E;, E; [J " sel-sel tak saling
tumpang tindih, f [JHP(E,a) dan, f [JHP(E,Q)
maka, f [JHP(E; O Eza) dan jika A[JE; sel dan
B/[JE; sel maka

X(f,auB@) = X(fa0) T X(f,Ba)

Bukti : Diberikan sebarang bilangan € > 0 dan
x* € X*, maka terdapat fungsi positif & pada F;
dan &, pada E; sehingga untuk A 00 E; sebarang
sel dan B O E; sebarang sel dan 2, = {(D, X)} dan

D, = {(D, x)} berturut-turut partisi Perron &fine

pada A dan B berlaku
(2D T F@®aD) = x (x(pam)l < 5

dan
(D) Zx'f@a(D) = (x(ra0)| < 5

= (D)X ca(D) — a(A)c|
=|la(A)c—all)c|=0<¢
Diambil fungsi J:
6,(%) ,jikax € Adanx ¢ B
§(x) ={ 6,(%) ,jikaXx € Bdanx ¢ A
min(8; (%), 8,(%)),jikax € AN B

Diperoleh Jfungsi positif pada E; O E; dan untuk
sel-sel A O E1, dan B O E, di atas dan D ; 00 D,
partisi Perron &fine pada AOB. Oleh karena itu
diperoleh

|(@,VD,) Xx"f(X)a(D) -

(x (xram) +x *(x(f,A.ﬁ))) |
=|(@HEx"f()a(D) + @)L x f(x)a(D)) —

(x (xram) +x *(x(f,A.ﬁ))) |
= (@HEx"f()a(D) + @)L x" f(x)a(D)) —

(x ‘(Xram) +x *(x(f,A.ﬁ))) |
< I(@HEx f@aD) + x* (X a0) +

IS((Di)Z X f(DaD) +x*(xrap)l
< E + E =&
Jadi x*f terintegral Henstock pada E; O E, dan
untuk sel-sel A [I E1, BO E; di atas terdapat vektor
(x(f_AUB_a)) € X sehingga

x (x(g.av8.0) = (}[)f x'f da
AUB

=(}[)L x*fda+(}f)f3 x'f da

=% (Xam) + % (¢ pw)

Jadi fD }[?(Eﬂ:]Ez, 0’)
dan
X(f,auBa) = X(f,a0) T X(f,B,a) @

Selanjutnya teorema di bawah ini merupakan
akibat teorema 2.6.

Teorema 2.7 Diberikan sel E [70", Jika A[JE sel
dan D = {(Dy, D .., Dy)} divisi pada A serta
f OHP(D;,a) untuk setiap i, maka fLJHP(E Q)

dan
m

Xram = Z X(ppa)
i=1
Bukti : Diberikan sebarang bilangan € > 0 dan
x* € X*, maka terdapat fungsi positif d dan D,
sehingga jika {(By, Xy ):k =12,..,p} partisi
Perron J-fine pada D; berlaku
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m

P
X*(x(f.Di,a)) - Z x"f () a(By)

untuk setiap i =1,2,..,m.

Dibentuk fungsi positif o:

6(_) _ { (Sl(f) ,X € int(Di),i = 1,2, e, m
)= min{s,(%)} , % € a(D,) utk bbrp X € D,

diperoleh o0  fungsi positif pada E dan

6(%) < 6;(X¥) untuk setiap x(0D;, i = 1,2,...,m.

Diambil sebarang partisi Perron &fine P; pada D;

untuk setiapi=1,2,...,m.

Menurut Teorema 2.6.2,, P = U, P; merupakan

partisi Perron &fine pada E.

Akibatnya, untuk A 0O E sebarang sel P

merupakan partisi Perron &fine pada A. Oleh

karena itu P; merupakan partisi Perron &fine D;

untuk setiap 7 =1,2,...,m, maka diperoleh

m m

> (@) — P ) F@aP)
i=1

i=1

< Z x*(x b)) = Z P f()a(P)

IN

5l 0m)- SR (Gk(P)

Szm:xm( (roue) ) fo(y)a ‘

Jadi untuk setiap x* € X* fungsi x*f terintegral
Henstock pada E dan untuk setiap sel A U E di

atas terdapat vektor X [0 X sehingga

an)

xD(x(f Aa)) Ix fda

|=1

= Zmlxm(x(f,oi )

i=1
Jadi fOHP (E,a)

dan
m
(an) ZXfDa @

Teorema 2.8. Jika f=0 (fungsi nol) h,d pada E
maka fLHP(E,a) dan jika ALJE sel maka

Xt aa) =0

Bukti : Karena f = 0 h.d pada E, maka terdapat
himpunan A0 E dengan u,(A4) = 0 sehingga jika

X" [0 X "berakibat

=0,jika xOE - A

fo(x
0, jika x0 A

Dibentuk 4 = U A dimana
i=1

a={xoai-1<|f(x) sii=12..}0 A

dengan 4, (A) =0
Diberikan bilangan &> 0. Untuk setiap i terdapat
himpunan terbuka G; dengan ukuran kurang dari

€
? sehingga G; UA;.
I

Didefinisikan fungsi positif J pada E sedemikian
sehingga N( X, X)) OG;, untuk X 0O 4, i=1,2,..,,

dan sebarang fungsi positif untuk X yang lain.
Oleh karena itu untuk sebarang A O E sel dan

sebarang partisi Perron &fine P={(B, X)} pada A

eIt (a0
Z x"f (x)a(A) + X%;‘ x"f (x)a'(A)

xXOA
=Y xf (x)a(A)
XA
Sl £
=¢

untuk setiap X~ X" dan H XDH <1
Hal ini menunjukkan bahwa untuk setiap

X0 X" fungsi X"f terintegral Henstock pada

E.
dan untuk sel A O E di atas terdapat vektor

X(t aq) 0X sehmgga

xD(x(f Aa Ix fda

=(# dea =a(A)0=0

Jadi fOHP (E,a)
dan

Xt aa) =0
Berikut ini akibat Teorema 3.1.8 di atas.
Teorema 3.1.9. Jika f [JHP(E,a) dan g = f h.d
pada E maka g THP(E,a) dan jika A[JE sel maka
X(g.aa) = X(t,Aa)
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Bukti : ambil fungsi h = g - f. Diperoleh h = 0
(fungsi nol) h.d pada E. Menurut Teorema 3.1.8, h
OHP (E,a) dan

Xinaa) = &

untuk setiap sel A E.

Karena h OHP(E,a), f OHP(E,a) dan g = h + f,
maka berdasarkan Teorema 3.1.4 (i)
diperoleh, g [OHP (E,a) dan untuk setiap

x“ O X"
o) = (@) €0+ )

= (#)[ X'nda + (#)[ X"fda
= o+(A:zz)j xfda '
=(#)[ xDAfda

= XD(X(f ,A,a))
Jadi
X(9.a0) = X(1,n0a) @

Teorema 3.1.10. Jika f JHP (E,a) dan X"f >0
h.d pada E dan jika ALJE sel maka

0

X (X(f,A,a))2 0
Bukti : Karena XDf > 0 h.d pada F maka tidak
mengurangi arti jika dianggap XDf (X)=0
untuk setiap X [ E dan x”0 X". Oleh karena
itu, karena f O HP(E,a), jadi untuk
setiap X" 0 X" fungsi X fterintegral Henstock
pada E dan untuk setiap sel A0 E terdapat vektor
X(t aa) [0 X sehingga berakibat

x”(x(f‘A’a)): ('Z/)I x fda =0

Di bawah ini merupakan akibat Teorema
3.1.10

Teorema 2.11. Jika f [/HP (E,a) dan g [JHP (E,a)
dan X"f < X"Q hd pada E dan jika A OE sel
maka

0 0

X (X(f,A,a))S X (X(g,A,a))
Bukti : Karena X”f < x"g h.d pada E maka X"
g - XDf > 0 h.d. pada E. Oleh karena itu,
berdasarkan Teorema 3.1.10 untuk setiap

x"0O X" fungsi XD(f-g) terintegral Henstock

pada E dan untuk setiap A OE sel terdapat
vektor

X(g-1 Aa) [ X sehingga

X Xo-r.a0)) =@ X (g~ F)da 20

Jadi

= (gz)J x“gda —(‘2/)'[ x"fda=0

= XD(X(g,A,a))_ XD(X(f ,A,a)) 20

<

XD(X(f ,A,a)) XD(X(g,A,a))
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