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ABSTRACT 

In this paper we study Henstock-Pettis integral on the Euclidean space ℜn. We discuss some properties 

Linear integrable.  
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PENDAHULUAN 

Pada tahun 1914, Perron mengembangkan 

perluasan lain integral Lebesgue dan 

menunjukkan bahwa integralnya mempunyai 

sifat bahwa setiap derivatifnya terintegral pada 

garis lurus. Selanjutnya Henstock dan Kurzweil 

secara terpisah mengitlakkan integral Riemann 

dengan mengubah konstanta positif δ menjadi 

fungsi positif δ dan ternyata integral yang 

disusun keduanya ekuivalen. Oleh karena itu, 

integral yang mereka susun terkenal dengan 

nama Henstock-Kurzweil (Lee dan Vborn, 2000).  

Dari kajian tentang integral Henstock 

banyak sifat-sifat yang telah diungkapkan baik 

dalam ℜ maupun ruang ℜn. Menurut penelitian, 

masalah mengenai sifat-sifat pada integral 

Henstock kemungkinan dapat dikembangkan 

menjadi masalah yang lebih luas dalam integral 

Henstock-Pettis, khususnya sejauh mana sifat-

sifat integral Henstock dari fungsi bernilai real 

dapat dikembangkan ke dalam integral Henstock-

Pettis pada ruang Euclide ℜn. Dari kajian tentang 

integral Henstock-Kurzweil banyak sifat-sifat 

yang telah diungkapkan baik dalam ℜ maupun 

ruang ℜn. Menurut penelitian sebelumnya, 

masalah mengenai sifat-sifat pada integral 

Henstock-Kurzweil yang telah dilakukan oleh 

Guoju dan Tianqing, 2001, Guoju dan Swabik, 

2001, Indrati, 2002, serta Dharmawidjaya, 2003, 

kemungkinan dapat dikembangkan menjadi 

masalah yang lebih luas dalam integral Henstock-

Kurzweil-Pettis, khususnya sejauh mana sifat-

sifat integral Henstock dari fungsi bernilai real 

dapat dikembangkan ke dalam integral Henstock-

Kurzweil-Pettis pada ruang Euclide ℜn. 

 

Definisi 1.1. Diberikan fungsi volume α pada ℜn, 

sel � �  ℜ�dan E ruang Banach. Fungsi  f : E → X 

dikatakan terintegral-α Henstock pada E terhadap 

α, ditulis singkat f ∈ ℋ(E, α, X) jika terdapat vektor 

A ∈ X sehingga untuk setiap bilangan � > 0 

terdapat fungsi positif 	 pada E dan untuk setiap 

partisi Perron 	-fine 
 = ��
�, ����, �
�, ����, � , �
�, ����� pada E berlaku 

�� � �
� � ������
��
� �� � �
� � ��������
���

��� � � �. 
 

 

PEMBAHASAN 

Akan dibahas sifat-sifat lanjut dari integral 

Henstock-Pettis pada ruang Euclide ℜ�, yakni 

memuat pembahasan yang berkaitan dengan 

sifat-sifat Linearitas  fungsi terintegral Henstock-

Pettis pada ruang Euclide ℜ�. 
 

Definisi 2.1. Diberikan X ruang Banach dan !" 

ruang dualnya, volume α pada ℜn, dan se � �  ℜ�. 

Fungsi f : E → X dikatakan terintegral-α Henstock-

Pettis pada E, ditulis singkat dengan f ∈ ℋ#(E, α), 

jika untuk setiap �" ∈ !" dan sel � �  $, fungsi �"� terintegral-� Henstock pada A dan terdapat 

vektor ��%,&,'� ∈ ! sehingga 

�"(��%,&,'�) � �ℋ� * �"� +�& . 
Selanjutnya vektor ��%,&,'� di atas disebut nilai 

Integral Henstock-Pettis fungsi f pada A dan ditulis 

��%,&,'� � �ℋ#� * � +�,&  

khususnya 

��%,,,'� � �ℋ#� * � +�,,  

Jadi 

�" -�ℋ#� * � +�,& . � �ℋ� * �"� +�.&  

 

Teorema 2.2. Jika f ∈ HP(E, α), maka vektor   ��%,&,'� ∈ ! yang dimaksud di dalam Definisi  2.1 

adalah tunggal 

Bukti: Jika terdapat  vektor ���%,&,'� dan ���%,&,'� 

seperti pada definisi 2.1 maka 

�" /���%,&,'�0 � �ℋ� * �"� +�&  
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dan 

�" /���%,&,'�0 � �ℋ� * �"� +�&  

oleh karena itu, �" /���%,&,'�0 � �" /���%,&,'�0 

� �ℋ� * �"� +�& � �ℋ� * �"� +�&  

atau �" /���%,&,'�0 � �" /���%,&,'�0 

 

Untuk setiap x∗∈X∗ 

Jadi  

                             ���%,&,'� � ���%,&,'�                        ◙ 

 
Contoh 2.3 Jika �"����� � 1 untuk setiap ��  di 

dalam sel  E ⊂ ℜn, maka  f ∈ HP(E,α) dan  �"(��%,&,'�) � ����1.  

Bukti : Diberikan sebarang bilangan ε > 0 dan �" ∈ !" maka dapat ditemukan fungsi positif δ 

pada E sehingga jika A ⊂ E sebarang sel dan          

D � ��
, ���� sebarang partisi Perron δ-fine pada 

sel A, maka |� D � ∑ �"���4���
� � �"(���,�,��)| � |� D � ∑ 1��
� � ����1| � | ����1 � ����1| � 0 � �    
Jadi �"� terintegral Henstock pada E dan untuk 

sel A ⊂ E di atas, maka terdapat vektor ��%,&,'� ∈ !
 
sehingga 

�"(��%,&,'�) � �ℋ� * �"� +�&  

� �ℋ� * 1 +�&  

� ����1 

Jadi f  terintegral Henstock-Pettis pada E. 

 

Teorema 2.4 Diberikan X ruang Banach dan !" 

dualnya, volume α pada ℜn dan sel E ⊂  ℜn. 

(i) Jika f,g ∈  ℋ#(E,α) maka f + g ∈  ℋ#(E,α)  

dan ��%67,&,'� �  ��%,&,'� 8 ��7,&,'� 

(ii) Jika f ∈ ℋ#(E,α) dan c∈ ℜ maka  

cf ∈ ℋ#(E,α) dan ��9%,&,'� � 1. ��%,&,'� 

Bukti :  

(i). Fungsi f ∈ ℋ#(E,α), maka untuk setiap �" ∈ !" fungsi �"� terintegral Henstock 

pada E dan untuk setiap sel A ⊂ E terdapat 

vektor ��%,&,'� ∈ ! sehingga 

�"(��%,&,'�) � �ℋ� * �"� +�&  

dan fungsi g ∈ ℋ#(E,α), maka untuk setiap �" ∈ !" fungsi �"g terintegral Henstock  

pada E dan untuk setiap sel  A ⊂ E  terdapat 

vektor  ��7,&,'� ∈ ! sehingga 

�"(��7,&,'�) � �ℋ� * �": +�&  

Karena A ⊂ E sebarang sel, maka berlaku 

untuk fungsi f dan fungsi g. Jadi untuk setiap  �" ∈ !"
 fungsi �"(f+g) terintegral Henstock 

pada E. Oleh karena itu terdapat vektor ��%67,&,'� ∈ ! sehingga  untuk sel A ⊂ E di 

atas berlaku 

�"(��%67,&,'�) � �ℋ� * �"�� 8 :� +�&  

� �ℋ� * �"� +�& 8 �ℋ� * �": +�&  

� �"(��%,&,'�) 8 �"(��7,&,'�) 

Jadi  f + g ∈ ℋ#(E,α) 

dan   ��%67,&,'� �  ��%,&,'� 8 ��7,&,'� 

(ii). Fungsi f ∈ ℋ#(E,α), maka untuk setiap �" ∈ !"
 fungsi �"f  terintegral Henstock pada 

E dan untuk setiap sel A ⊂ E terdapat vektor  ��%,&,'� ∈ ! sehingga  

�"(��%,&,'�) � �ℋ� * �"� +�&  

Oleh karena itu, untuk setiap �" ∈ !"  dan     

c ∈ ℜ maka �"cf  terintegral Henstock pada 

E  dan untuk  setiap sel A ⊂ E  terdapat 

vektor ��9%,&,'� ∈ !. 
Sehingga 

�"(��9%,&,'�) � �ℋ� * �"1� +�&  

� 1�ℋ� * �"� +�&  

� 1�"(��%,&,'�) 

Jadi cf ∈ ℋ#(E,α) 

dan  

                             ��9%,&,'� � 1. ��%,&,'� ◙ 

 

Teorema 2.5 Diberikan X ruang Banach dan !"   

dualnya, volume α dan β di dalamnya ℜn dan sel 

E⊂ ℜn. 

(i). Jika f ∈ ℋ#(E,α) dan f ∈ ℋ#(E, β), maka f ∈ ℋ#(E, α +β)  

dan ��%,&,'6;� �  ��%,&,'� 8 ��%,&,;� 

(ii). Jika f ∈ HP (E,α) dan e∈ ℜ dengan e> 0 maka  

f ∈ HP (E,eα) dan ��%,&,<'� � =. ��%,&,'� 

Bukti :  

(i). Fungsi f ∈ ℋ#(E,α), maka untuk setiap �" ∈ !"
 fungsi �"f  terintegral Henstock pada 

E dan untuk setiap sel A ⊂ E terdapat vektor ��%,&,'� ∈ ! sehingga  
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�"(��%,&,'�) � �ℋ� * �"� +�&  

dan fungsi f ∈ ℋ#(E,β), maka untuk setiap �" ∈ !"
 fungsi �"f  terintegral Henstock pada 

E dan untuk setiap sel A ⊂ E terdapat vektor ��%,&,;� ∈ ! sehingga  

�"(��%,&,;�) � �ℋ� * �"� +>&  

Karena A ⊂ E sebarang sel, maka berlaku 

untuk fungsi f yang terintegral Henstock-

Pettis pada E terhadap α dan β. 

Jadi untuk setiap �" ∈ !" fungsi �"f 

terintegral Henstock pada E. 

Oleh karena itu terdapat vektor     ��%,&,'6;� ∈ ! sehingga sel A ⊂ E di atas 

berlaku 

��%,&,'6;� �  �ℋ� * �"� +�� 8 >�&  

� �ℋ� * �"� +�& 8 �ℋ� * �"� +>&  

� ��%,&,'� 8 ��%,&,;� 

Jadi f ∈ ℋ#(E,α+β), 

dan ��%,&,'6;� �  ��%,&,'� 8 ��%,&,;� 

(ii). Fungsi f ∈ ℋ#(E,α), maka untuk setiap �" ∈ !"
 fungsi �"f  terintegral Henstock pada 

E dan untuk setiap sel A ⊂ E terdapat vektor ��%,&,'� ∈ ! sehingga  

�"(��%,&,'�) � �ℋ� * �"� +�&  

Oleh karena itu, jika e ∈ ℜ dengan e > 0 

maka untuk sel A ⊂ E di atas terdapat vektor ��%,&,<'� ∈ !  sehingga 

�"(��%,&,<'�) � �ℋ� * �"� +=�&  

� =�ℋ� * �"� +�&  

� =�"(��%,&,'�) 

Jadi f ∈ ℋ#(E,eα) 

dan  ��%,&,<'� � =. ��%,&,'� ◙ 

                 

Teorema 2.6  Jika E1, E2 ⊂ ℜn sel-sel tak saling 

tumpang tindih, f ∈ ℋ#(E1,α) dan, f ∈ ℋ#(E2,α) 

maka, f ∈ ℋ#(E1 ∪ E2,α) dan jika A⊂ E1 sel dan 

B⊂ E2 sel maka ��%,&?@,'� �  ��%,&,'� 8 ��%,@,'�
 

Bukti : Diberikan sebarang bilangan ε > 0 dan �" ∈ !",  maka terdapat fungsi positif δ1 pada E1 

dan  δ2 pada E2 sehingga untuk A ⊂ E1 sebarang 

sel dan B ⊂ E2 sebarang sel dan D1 � ��
, ����
 
 dan 

D2 � ��
, ���� berturut-turut partisi Perron δ-fine 

pada A dan B berlaku |� D1 � ∑ �"���4���
� � �"(���,�,��)| � �2 
dan |� D2 � ∑ �"���4���
� � �"(���,�,��)| � �2 � |� D � ∑ 1��
� � ����1| 
                    � | ����1 � ����1| � 0 � � 
Diambil fungsi δ : 

	���� � B 	�����         , CDEF �� ∈ � +FG �� H I	�����        , CDEF �� ∈ I +FG �� H �min(	����� , 	�����), CDEF �� ∈ � M I N 
Diperoleh δ fungsi positif pada E1 ∪ E2 dan untuk 

sel-sel A ⊂ E1, dan B ⊂ E2 di atas dan D 1 ∪ D2 

partisi Perron δ-fine pada A∪B. Oleh karena itu 

diperoleh 

|�D1 ? D2 � ∑ �"���4���
� � 

    /�"(��%,&,'�) 8 �"(��%,&,;�)0 | � |��D1 �∑ �"�������
� 8 �D2�∑ �"�������
�� � 

    /�"(��%,&,'�) 8 �"(��%,&,;�)0 | � |��D1 �∑ �"�������
� 8 �D2�∑ �"�������
�� � 

    /�"(��%,&,'�) 8 �"(��%,&,;�)0 | O |��D1 �∑ �"�������
� 8 �"(��%,&,'�)| 8   |��D2�∑ �"�������
� 8 �"(��%,&,;�)|
 

�  �2 8 �2 � � 

Jadi �"f terintegral Henstock pada E1 ∪ E2 dan 

untuk sel-sel A ⊂ E1, B⊂ E2 di atas terdapat vektor (��%,&?@,'�) ∈ ! sehingga 

�"(��%,&?@,'�) � �ℋ� * �"� +�&?@  

� �ℋ� * �"� +�& 8 �ℋ� * �"� +�@  

� �"(��%,&,'�) 8 �"(��%,@,'�) 

Jadi  f ∈ ℋ#(E1∪E2, α) 

dan ��%,&?@,'� �  ��%,&,'� 8 ��%,@,'�  ◙
 

 

Selanjutnya teorema di bawah ini merupakan 

akibat teorema 2.6. 

Teorema 2.7 Diberikan sel E ⊂ ℜn. Jika A⊂ E sel 

dan D = {(D1, D2, …, Dm)} divisi pada A serta               

f ∈ ℋ#(Di,α) untuk setiap i, maka f∈ ℋ#(E,α) 

dan 

��%,&,'� � � ��%,PQ,'�
R

���  
Bukti : Diberikan sebarang bilangan ε > 0 dan �" ∈ !", maka terdapat fungsi  positif δ dan Di, 

sehingga jika ��IS, ��S�: E � 1,2, … , W� partisi 

Perron δi-fine pada Di berlaku 
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X�"(��%,PQ,'�) � � �"����S���IS�Y
S�� X � �Z

 
untuk setiap i = 1,2,..,m. 

Dibentuk fungsi positif δ : 

	���� � [ 	�����            , �� ∈ DG\�
��, D � 1,2, … , Z min�	������ , �� ∈ ]�
�� ^\E __`W �� ∈ 
� N 
diperoleh δ  fungsi positif pada E dan 	���� O 	�����  untuk setiap ��∈Di, i = 1,2,…,m. 

Diambil sebarang partisi Perron δ-fine Pi  pada Di 

untuk setiap i = 1,2,…,m. 

Menurut Teorema 2.6.2., a � b a�R���  merupakan 

partisi Perron δ-fine pada E.   

Akibatnya, untuk A ⊂ E sebarang sel P 

merupakan partisi Perron δ-fine pada A. Oleh 

karena itu Pi  merupakan partisi Perron δ-fine Di 

untuk setiap i =1,2,…,m, maka diperoleh 

X� �"(��%,PQ,'�)R
��� � # � �"��c4���a�R

��� X 

O X� �"(��%,PQ,'�)R
��� � � #��"��c4���a�R

��� X
 

 

( )( )( ) ( ) ( )∑ ∑∑
= =

∗ −≤
m

i

m

i
iDf Pyfxxx

1

*

1
,, 1

αα P

 

( )( )( ) ( ) ( )∑ ∑
=

∗ −≤
m

i
iDf Pyfxxx

1

*
,, 1

αα P

εε =< ∑
=

m

i m1

 

Jadi untuk setiap �" ∈ !" fungsi �"� terintegral 

Henstock pada E dan untuk setiap sel A ⊂ E di 

atas terdapat vektor ( ) Xx Af ∈α,,  sehingga 

 

Jadi  f ∈HP (E,α) 

dan 

( )( ) ( )∑
=

∗ =
m

i
DfAf i

xxx
1

,,,, αα   ◙ 

 

Teorema 2.8. Jika f=0 (fungsi nol) h,d pada E 

maka f∈HP(E,α) dan jika A⊂E sel maka 

( ) θα =,, Afx  

Bukti : Karena f = 0 h.d pada E, maka terdapat 

himpunan A⊂ E dengan µα(A) = 0 sehingga jika 
∗∗ ∈ Xx berakibat 

( )








∈≠

−∈=
∗

Ax

AEx

xfx

jika,0

jika,0
 

Dibentuk A = ∪
∞

=1i
iA dimana  

Ai = ( ){ } AiixfiAx ⊂=≤≤−∈ ,....2,1,1:  

dengan µα (Ai) = 0 

Diberikan bilangan ε > 0. Untuk setiap i terdapat 

himpunan terbuka Gi dengan ukuran kurang dari 

ii2

ε
 sehingga Gi ⊃Ai. 

Didefinisikan fungsi positif δ pada E sedemikian 

sehingga N( x ,δ( x )) ⊂Gi, untuk x  ∈ Ai, i=1,2,…, 

dan sebarang fungsi positif untuk x  yang lain . 

Oleh karena itu untuk sebarang A ⊂ E sel dan 

sebarang partisi Perron δ-fine P={(B, x )} pada A 

berlaku 

( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( )

ε

ε

α

αα

α

=

<

=

+=

−

∑

∑

∑∑

∑

∞

=

∗

∈

∗

∉

∗

∈

∗

∗

i
ix

Axfx

AxfxAxfx

Axfx

i
i

Ax

AxAx

i

ii

.2

0

1

P

 

untuk setiap 
∗∗ ∈ Xx  dan 1≤∗x . 

Hal ini menunjukkan bahwa untuk setiap 
∗∗ ∈ Xx  fungsi fx∗

 terintegral Henstock pada 

E.  

dan untuk sel A ⊂ E di atas terdapat vektor 

( ) Xx Af ∈α,,  sehingga 

( )( ) ( )

( ) ( )∫

∫

===

=∗

000

*
,,

Ad

fdxxx
A

Af

αα

αα

H

H

 

Jadi  f ∈HP (E,α) 

dan         

                                ( ) θα =,, Afx   

Berikut ini akibat Teorema 3.1.8 di atas. 

 

Teorema 3.1.9. Jika f ∈ HP(E,α) dan g = f h.d 

pada E maka g ∈HP(E,α) dan jika A⊂ E sel maka 

( ) ( )αα ,,,, AfAg xx =  

( )( ) ( )

( )( )∑

∑ ∫

=

∗

=

∗

=

=

m

i
Df

m

i D

Af

i

i

xx

fdxxx

1
,,

1

*
,,

α

α αH
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Bukti : ambil fungsi h = g - f. Diperoleh h = 0 

(fungsi nol) h.d pada E. Menurut Teorema 3.1.8, h 

∈HP (E,α) dan 

( ) θα =,, Ahx  

untuk setiap sel A⊂ E. 

Karena h ∈HP(E,α), f ∈HP(E,α) dan g = h + f, 

maka berdasarkan Teorema            3.1.4 (i) 

diperoleh, g ∈HP (E,α) dan untuk setiap 
∗∗ ∈ Xx  

( )( ) ( ) ( )∫ += ∗∗

A

Ag dfhxxx αα H,,  

 

( ) ( )∫∫
∗∗ +=

AA

fdxhdx αα HH  

( )∫ ∗+=
A

fdx αH0  

( )∫ ∗=
A

fdx αH  

( )( )α
∗= ,A,fxx  

Jadi  

  ( ) ( )αα ,,,, AfAg xx =
   

               ◙ 

 

Teorema 3.1.10. Jika f ∈ HP (E,α) dan 
∗x f ≥ 0 

h.d pada E dan jika A⊂ E sel maka 

( )( ) 0,, ≥∗
αAfxx  

Bukti :  Karena 
∗x f  ≥  0 h.d pada E  maka tidak 

mengurangi arti jika dianggap   
∗x f ( x ) ≥ 0 

untuk setiap x  ∈ E dan 
∗∗ ∈ Xx . Oleh karena 

itu, karena                    f ∈ HP(E,α), jadi untuk 

setiap 
∗∗ ∈ Xx   fungsi 

∗x f terintegral Henstock 

pada E dan untuk setiap sel A⊂ E terdapat vektor 

( ) Xx Af ∈α,,  sehingga berakibat 

( )( ) ( ) 0,, ≥= ∫
∗∗

A

Af fdxxx αα H

 

◙ 

          Di bawah ini merupakan akibat Teorema 

3.1.10 

 

Teorema 2.11. Jika f ∈ HP (E,α) dan g ∈ HP (E,α) 

dan fx∗ ≤ gx∗
 h.d pada E dan jika A ⊂ E sel 

maka  

( )( ) ( )( )αα ,,,, AgAf xxxx ∗∗ ≤  

Bukti : Karena fx∗ ≤ gx∗
   h.d pada E maka 

∗x

g – 
∗x f  ≥ 0 h.d. pada E. Oleh karena itu, 

berdasarkan   Teorema 3.1.10 untuk setiap 
∗∗ ∈ Xx  fungsi 

∗x (f-g) terintegral   Henstock    

pada  E    dan    untuk   setiap   A ⊂ E  sel  terdapat  

vektor  

( ) Xx Afg ∈− α,,  sehingga 

 

( )( ) ( ) ( ) 0,, ≥−= ∫
∗

−
∗ αα dfgxxx

A

Afg H  

 

( ) ( ) 0≥−= ∫∫
∗∗ αα dfxdgx

AA

HH

 

( )( ) ( )( ) 0,,,, ≥−= ∗∗
αα AfAg xxxx  

Jadi   

                                                

( )( ) ( )( )αα ,,,, AgAf xxxx ∗∗ ≤
                    

◙ 
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