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ABSTRAK

Persamaan fungsional Jensen merupakan variasi dari persamaan fungsional Cauchy additive yang
paling sederhana dan paling bagus. Persamaan fungsional Jensen dapat diaplikasikan sebagai model
dari suatu proses fisik ketika persamaan fungsional Jensen tersebut stabil. Oleh karena itu, dengan
diketahuinya kestabilan dari persamaan fungsional tersebut, dapat menambah referensi para
peneliti lain yang akan mengaplikasikan persamaan fungsional Jensen. Pada artikel ini akan
ditunjukkan kestabilan persamaan fungsional Jensen. Untuk mengetahui kestabilannya digunakan
teorema Kkestabilan Hyers-Ulam-Rassias. Berdasarkan hasil analisis, telah dibuktikan bahwa
persamaan fungsional Jensen telah memenuhi teorema kestabilan Hyers-Ulam-Rassias, sehingga
dapat dikatakan bahwa persamaan fungsional Jensen tersebut stabil.

Kata kunci: persamaan fungsional Cauchy additive, persamaan fungsional Jensen, kestabilan Hyers-Ulam-

Rassias

ABSTRACT
Jensen functional equation is the simplest and the most elegant one among variations of Cauchy additive
functional equation. Jensen functional equation can be applied as a model of physical process when it
is stable. This article showed stability of Jensen functional equation. To know the stability, we used
Hyers-Ulam-Rassias stability theorem. Based on the analysis, we proved that Jensen functional equation
satisfy Hyers-Ulam-Rassias stability theorem, so it can be said that Jensen functional equation is stable.

Keywords: additive Cauchy functional equation, Jensen functional equation, Hyers-Ulam-Rassiass stability

PENDAHULUAN

Persamaan fungsional merupakan salah satu
pembahasan dari matematika modern. Di antara
berbagai macam persamaan fungsional, persamaan
fungsional yang paling penting adalah persamaan
fungsional Cauchy additive. Hal ini dikarenakan
sifat-sifat dari persamaan fungsional Cauchy
additive dapat digunakan untuk mengembangkan
teorema-teorema dari persamaan fungsional lain.
Ada banyak variasi dari persamaan fungsional
Cauchy additive, akan tetapi diantara variasi
persamaan fungsional Cauchy additive tersebut
yang paling bagus dan paling sederhana adalah
persamaan fungsional Jensen.

Suatu fungsi f: R - R disebut sebagai persamaan
fungsional Jensen jika memenuhi f (“Ty) =

FE+f )
2
dapat diaplikasikan sebagai model dari suatu proses

fisik ketika persamaan fungsional Jensen tersebut
stabil. Dengan diketahuinya kestabilan dari
persamaan fungsional Jensen, akan dapat dijadikan
referensi para peneliti lain yang bermaksud untuk

,Vx,y € R. Persamaan fungsional Jensen

mengaplikasikan persamaan fungsional Jensen
tersebut.

Adapun konsep kestabilan yang digunakan untuk
meneliti kestabilan persamaan fungsional Jensen
pada artikel ini adalah konsep kestabilan Hyers-
Ulam-Rassias. Dalam teorema kestabilan Hyers-
Ulam-Rassias, persamaan fungsional yang dijadikan
acuan adalah persamaan fungsional Cauchy
additive. Jika yang diteliti kestabilannya adalah

persamaan fungsional lain, maka persamaan
fungsional Cauchy additive dalam teorema
kestabilan Hyers-Ulam-Rassias diganti dengan

persamaan fungsional tersebut. Oleh karena itu,
untuk meneliti kestabilan persamaan fungsional
Jesnen, persamaan fungsional Cauchy additive
dalam teorema kestabilan Hyerss-Ulam-Rassias
tersebut diganti dengan persamaan fungsional
Jensen.

Artikel ini merupakan upaya ilmiah untuk meneliti
kestabilan dari persamaan fungsional Jensen dalam
rangka penelitian pengembangan. Pada peneltian
ini dilakukan pembuktian terhadap teorema
kestabilan Hyers-Ulam-Rassiass pada persamaan
fungsional Jensen. Jika persamaan fungsional Jensen
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memenuhi teorema kestabilan Hyers-Ulam-
Rassiass, maka dapat dikatakan bahwa persamaan
fungsional Jensen tersebut stabil.

KAJIAN TEORI

1. Persamaan Fungsional

Persamaan fungsional adalah persamaan fungsi
yang belum diketahui fungsinya [1].

2. Persamaan Fungsional Cauchy Additive

Suatu fungsi f:R — R dikatakan suatu fungsi
additive jika fungsi tersebut memenuhi persamaan
fungsional Cauchy additive

flx+y)=f)+f)
Untuk setiap x,y € R [1].

3. Persamaann Fungsional Jensen

Suatu fungsi f:R — R disebut persamaan Jensen,
jika persamaan tersebut memenuhi

f(x ery> _f® erf(y)

vx,y € R[1].
4. Ruang Bernorma

Misalkan E suatu ruang vektor. Suatu pemetaan
[I.]l: E = R disebut norm, jika Vx,y € E dan 1 € R
berlaku

1. |lx|l = 0;

2. |lx|l =0 & x = 0;

3. x|l = | Al |l

4. lx + yll < llxll + llyll.

(E, |l .1} disebut ruang vektor bernorma dan ||x||

disebut norm dari x [2].

Setiap ruang bernorma (K, ||.||) merupakan ruang
metrik terhadap d:

d(x,y) = llx -yl
untuk setiap x,y € K [3].

5. Barisan Konvergen

Suatu barisan X = {x,,} € R dikatakan konvergen ke
x € R atau x dikatakan suatu limit dari {x,}, jika
untuk setiap € > 0 terdapat suatu bilangan asli K (¢)
sedemikian hingga untuk setiap n = K(g),x,
memenuhi |x — x,| < € [4].

6. Barisan Cauchy

Suatu barisan X = {x,,} € R dikatakan suatu barisan
Cauchy jika untuk setiap &> 0 terdapat suatu

bilangan asli H(¢) sedemikian hingga untuk setiap
bilangan asli n,m > H(¢), x,, dan x,, memenuhi
lxn — x| < € [4].

Di dalam sembarang ruang metrik (X,d) setiap
barisan konvergen merupakan barisan Cauchy [5].

7. Ruang Banach

Ruang Banach merupakan ruang bernorma yang
lengkap [6]. Ruang bernorma dikatakan lengkap
jika setiap barisan Cauchy-nya konvergen [2].

8. Kestabilan Hyers-Ulam-Rassiass

Misalkan E; dan E, merupakan ruang Banach, dan
misalkan f:E; - E, suatu fungsi yang memenuhi
pertidaksamaan

IfCe+y) = ) = fFODI < 6llxlP + llylIP)

untuk 6 > 0,p € [0,1), dan Vx,y € E;. Maka ada
A:E; - E, suatu fungsi additive yang tunggal,
sedemikian hingga

— < 14
If G) =A@l < 5 lxl
Vx € E; [7].
PEMBAHASAN
Untuk  membuktikan  Kkestabilan  persamaan

fungsional Jensen dengan menggunakan konsep
kestabilan Hyers-Ulam-Rassias, maka persamaan
fungsional Cauchy additive dalam teorema
kestabilan Hyers-Ulam-Rassias tersebut diganti
dengan persamaan fungsional Jensen. Oleh karena
itu, untuk meneliti kestabilan persamaan fungsional
Jensen adalah dengan membuktikan teorema
berikut ini:

Misalkan f: E; = E, merupakan suatu fungsi antara
ruang Banach. Jika f memenuhi pertidaksamaan
fungsional

|27 (£2) - £ - £ | < 6P + liyliP) .. (1)
V8 > 0,dengan 0 < p < 1 dan Vx,y €

E,adaA:E; - E,, suatu fungsi additive yang
tunggal, sedemikian hingga

Ilf (x) =A@l <

llxI1P

2-=-2r
Vx € E;.

Bukti:

Karena fungsi tersebut terjadi di antara ruang
Banach (E; danE,) dan Vx,y € E;, dan karena
ruang Banach merupakan ruang bernorma yang
lengkap, maka akan berlaku sifat dari ruang
bernorma sebagi berikut:

1. lxll=0;

2. |xll=0ex=0;
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3. |IAx]l = |1Alllx]], dimana A € R;

4. lx +yll < llxll + Iyl

Untuk membuktikan teorema Hyers-Ulam-Rassias,
maka harus ditunjukkan bahwa:

FN® .
1. {—} merupakan suatu barisan Cauchy
2" Jp=q

untuk setiap x € E1
2. JikaA(x) = hm f(
fungsi addztlve
3. Amemenuhi|f(x) — A < mllxllp Vx €
E,.

4. A merupakan fungsi yang tunggal.
Asum51kan f(0) =0,

lor (552) - 70 = £ < ociell + vt
Jika diambil y = 0 dan f{0) = 0, maka

o (5

*2) -1 - 1o
2+ (3)

< 6(llxIIP + 1101I7)
— fG|| < o ClxiP).
Dengan mengganti x = 2x dan kedua sisi dibagi
dengan 2, maka akan diperoleh
1 0
[reo =570 <5 dexiir),vx e &,

Misalkan n, m bilangan bulat nonnegatif dengann <
m, maka

SF @) — o f )|

maka A merupakan

1 1
S f @) = 5 f2M1)
1
+ e @10

1 1 )
~ iz f@2M™2x) + -+ T f(2m-1x)

1
- Z—mf(me)
Karena f suatu fungsi di antara ruang Banach,

dengan menggunakan sifat keempat pada ruang
bernorma (ketaksamaan segitiga), maka diperoleh

1 1

ﬁJ;(Z x)—z—mfl(Z x)
< = @) = s f(2"+1x)||
o

f(2n+2x)|| + ..

e
S [ — o )
)~ 5 f@ 0

+ o f@2rtiy)

- inf(zn+2x)| +
1) = o 2|

+

2m

Kestabilan Persamaan Fungsional Jensen

16
< o2 (128 + (||zn+2x||p)
4ot o (12ml)
2P0
=33 (1)
+ o 2 (I|2"+1XI|”) +-
*g 7 (l2n-1xl)
) opn op(n+1) 2pr(m-1)
=—(||x|| N5m o Tt e
2P0 2kp
=27 ) S
— (il )kz T
=n
Jadi,

S~ pam)|| 2

22 el Z

Berdasarkan definisi barisan Cauchy, barlsan {x,}
dikatakan Cauchy jika berlaku |x,, — x,,| < & untuk
setiap € > 0. Jika n - o dan karena 0 <p <1,

k
maka zp_e(” IIP)ZL"',}ZZ—:—O Oleh Kkarena itu,

lim ||— @) - o

n—-oo

(me)” = 0, sehingga dapat

TL
dikatakan bahwa {f (zn )} merupakan barisan
n=1

Cauchy untuk setiap x € E;. Karena E; merupakan
ruang Banach, dimana setiap barisan Cauchy-nya
konvergen, maka terdapat fungsi A: E; = E, yang

didefinisikan dengan A(x) = limf(z—:x) untuk

n-oo
setiap x € Ej.
Selanjutnya akan ditunjukkan bahwa fungsi A: E; —
E, merupakan fungsi additive.
Pandang bahwa

4G +) - 4G) — AR
2f (52 e e

= |[lim 2n 2n 2n

1 2n
= ,lfl‘&z_n{zf <w) - f(@2"x) — f(Z”y)}H
= r{mzin {zf (M) - f(2"x) - f(Z"y)} :

Dengan menggunakan pertidaksamaan (1), maka
didapatkan
lAGx +y) — A(x) — Al o(llx[I” + llyllP)
n—rgo 2n
= 0.
Jadi
lACx +y) — A(x) — Al < 0.
Berdasarkan sifat pertama pada ruang bernorma
dan
lAGx +y) — Ax) — AW < 0,
maka didapatkan
lAGx +y) — A(x) — AWl = 0.
Berdasarkan sifat kedua pada ruang bernorma,
maka didapatkan
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Alx +y) —A(x) —A(y) =0
Alx +y) = A(x) + A(y).
Dari definisi fungsi addditive, maka dapat
ditunjukkan bahwa A:E; — E, merupakan fungsi
additive.
Selanjutnya akan ditunjukkan bahwa A memenuhi

1) - Al <5
I1F ) - 4Gl = lim iof<z° - )|

— 2kp
- p -
llm (IIxII E ok
k=0
R

2(-1k

20 ) z
—p IXIIP, Vx € Ey.

= —(lell”)llm

—00

S
[}
o

2P0
= = lxlP) lim
n—oo

=0
209 S
=~ (lxlP) lim { 1+ Sk
=1
=2 ey s [ 1+ T
- W T
2(1-p)
2P0 o 2(11—17)
=~ UlxlP) lim | 1+ 55—
201-p)
2re 1
= U=l lim (1 G 1)
209 — 141
=~ Il )};{g( 20 1 )
2vg 2(1-p)
=27 (el [ —=——
5 (lxl )(2(1_p) — 1)
20
= m(”x”p)
0
= (Ix]I?)
(2_1’9 -1)
= o UIxP)
=)
=27 (lxll?
5 —p UxIIP).
Jadi,
I1f ) =A@l < =
Karena 2P < 2,Vp € [0, 1) maka
If(x) =A@l <

Terbukti ||f(x) — A. (x)|] < %lellp,Vx € E,.

Selanjutnya akan ditunjukkan bahwa A tunggal.
Andaikan A tidak tunggal, maka akan ada fungsi
additive yang lain B: E; — E, sedemikian hingga

117G = BOII < 110~ AG < o el
Vx € E;.
1469 - Bl

[|A(x) = f(x) + f(x — B(x)|l
[1AC) — FCOIl + [If(x) — BCI|
IIf(Hx) — Al +|9|f(x)—B(x)II

IVAN|l

p 14
= 20 llxIIP + > llxIIP.
Jadi,
A - B < p,
[1ACx) (x)||;2 T ||x||1
—_ = i —_ n - n
1460 = BGII = lim || 420 - - B2
1
= lim —||A(2"x) — B2"x)||
< lim -2
=aleonz—2p %
_ 4 ]
Kareﬁzzp—qa”x” o 27
=0
dimanan € R.
Karena ..Karenap <1

[IAG) =Bl <0

dan berdasarkan sifat pertama pada ruang
bernorma, maka

A(x) = B(x),Vx € E,.
Jadi terbukti bahwa A tunggal dan pembuktian
teorema Hyers-Ulam-Rassias di atas telah lengkap,
sehingga terbukti bahwa persamaan Jensen
tersebut stabil.

KESIMPULAN

Pada artikel ini telah ditunjukkan bahwa persamaan
fungsional Jensen telah memenuhiteorema
kestabilan Hyers-Ulam-Rassias. Oleh karena itu,
dapat dikatakan bahwa persamaan fungsional
Jensen tersebut stabil. Dengan demikian,
persamaan  fungsional Jensen ini  dapat
diaplikasikan sebagai model dari suatu proses fisik.
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