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ABSTRAK

Model predator-prey merupakan salah satu model yang sangat banyak diteliti dan dimodifikasi
Pada penelitian ini, akan dibangun suatu skema numerik untuk menyelesaikan suatu model predator-
prey. Model yang dipilih pada penelitian ini adalah model kontinu Leslie-Gower yang telah dimodifikasi
pada pemanenan. Model kontinu tersebut akan didiskritisasi dengan menggunakan metode Euler.
Selanjutnya, akan diamati perilaku model hasil diskritisasi tersebut dan pada akhirnya akan diamati
apakah perubahan parameter dapat mempengaruhi kestabilan model dengan menggunakan perangkat
lunak Matlab. Hasil penelitian menujukkan bahwa perilaku model hasil diskritisasi konsisten dengan
model kontinunya. Pada simulasi numerik dengan Matlab, ditunjukkan bahwa perubahan parameter akan

mempengaruhi kestabilan model.

Kata kunci: predator-prey, Leslie-Gower, stabil, saddle, source, pemanenan.

PENDAHULUAN

Leslie-Gower = memperkenalkan  model
dengan populasi predator tumbuh mengikuti
model logistik [1]. Pada model ini, diasumsikan
bahwa bahwa carrying capacity (kapasitas
pendukung) predator sebanding dengan
banyaknya populasi prey. Model ini kemudian
diteliti dan dikembangkan oleh beberapa
peneliti. Aguirre mengembangkan penelitian
model predator-prey Leslie-Gower dengan
penambahan efek [2]. Hasil penelitian ini
menunjukkan bahwa model Leslie-Gower dengan
penambahan efek Allee dapat memiliki dua limit
cycle. Aziz mengkaji model Leslie-Gower dengan
mengasumsikan fungsi respon yang menyatakan
besarnya pemangsaan predator terhadap prey
mengikuti fungsi respon Holling tipe II [3].
Mereka meneliti kestabilan global dan
keterbatasan sistem tersebut. Model yang
dikembangakan oleh Aziz, dkk. kemudian
dimodifikasi dengan penambahan waktu tunda
[4]. Dari hasil penelitian, diperoleh bahwa waktu
tunda mempengaruhi perilaku dinamik model
tersebut. Penelitian ini dikembangkan dengan
mengamati bifurkasi dari [5]. Chen
memperkenalkan perlindungan terhadap prey
dan menunjukkan bahwa perlindungan tidak
mempengaruhi perilaku model secara signifikan
[6]. Selain itu, pengaruh efek impulsif pada model
diteliti oleh Song [7]. Zhu melakukan penelitian
model Leslie-Gower dengan fungsi respon
Holling tipe II tanpa adanya kontrol impulsif [8]
dan mengkaji eksistensi dan kestabilan global
solusi  periodik  positif ~model dengan
mengkonstruksi suatu fungsi Lyapunov..

TINJAUAN PUSTAKA

1. Sistem Dinamik Diskrit

Bentuk umum dari suatu sistem dinamik
diskrit dapat dilihat pada Definisi berikut.

Definisi 1
Misalkan® (n) = [xi(n), x2(n), ... xx(n)]” dan G=
91, g2, ... gK]T.
Bentuk umum dari suatu sistem dinamik diskrit
adalah

F+1)=CEMm) (1)
Bentuk (1) disebut sebagai sistem dinamik
diskrit nonlinear jika gi memuat perkalian
antarvariabel tak bebas, Vi=1, 2, ..., k.

Definisi 2

Misalkan g adalah fungsi dari R ke R.
Titik p* dikatakan sebagai titik kesetimbangan
dari g jika memenuhi g(p*) = p*.

2. Sistem Dinamik Diskrit Linear

Bentuk umum persamaan beda orde satu

dengan variabel bebas adalah

X (n+1)=A4%(n) 2
Dengan A = (ay), Vi=1, 2, ..., k adalah matriks
yang bernilai real, dan X (n) = [x1(n), x2(n), ...,
xk(n)]”, T menyatakan transpose dari vektor A.
Jika diberikan nilai awal ¥ (n) =Xo maka
persamaan (2) memiliki solusi umum

X (n)=An% (0) 3)
Jika matriks A dapat didiagonalkan maka solusi
umum persamaan (2) adalah

% (n) = cild U1+ . + c3AR Ty (4)
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Dengan ¢; adalah sembarang konstanta dan v,
adalah vektor eigen yang bersesuaian dengan
nilai eigen A

Teorema 1

Misalkan F(A) = A2 — pA + g maka kondisi-kondisi
berikut:

1. F()=1—p+q>0

2. F1)=1+p+q>0

3 F0)=g<1
merupakan syarat perlu dan cukup agar
persamaan  tersebut memiliki  akar-akar

karakteristik |Ai], i =1, 2.

Lemma 1
Jika F(A) = A2 — pA + q dengan A; dan A, adalah
dua akar dari F(A) = 0 maka
1. |A| <1 dan |Az] < 1 jika dan hanya jika
F(1)>0,F(-1) > 0, dan F(0) < 1.
2. |A| <1dan |Az] > 1 atau |A1] > 1 dan |7z
< 1 jika dan hanya jika F(1) > 0, F(-1) <
0.
3. |A1] > 1 dan |A2| > 1 jika dan hanya jika
F(1)>0, F(-1) > 0,dan F(0) > 1.
4. Ai1dan Az adalah kompleksdan  |A1] =
|A2] = 1 jika dan hanya jika F(1) > 0, F(1)
>0,F(0)=1,dan p2-4q<0.

Akibat 1

1. Titik kesetimbangan  bersifat stabil
asimtotik (sink) F(1) > 0, F(-1) > 0, dan F(0)
<1,

2. Titik kesetimbangan bersifat tak stabil
pelana (saddle) jika F(1) >0, F(-1) <0,

3. Titik kesetimbangan bersifat tak stabil
(source) jika F(1) > 0, F(-1) > 0, dan F(0) >
1,

4. Titik kesetimbangan merupakan titik
kesetimbangan non-hyperbolic jika F(1) > 0,
p?-4q<0,dang=1.

3. Model PredatorPrey Leslie-Gower

Pada tahun 1948, Leslie dan Gower
memperkenalkan model dengan populasi prey
tumbuh mengikuti model logistik sehingga
pertumbuhan predator juga terbatas disebabkan
oleh predator memangsa prey. Selain itu, carrying
capacity predator sebanding dengan banyaknya
populasi prey, sehingga model Leslie-Gower
dinyatakan sebagai sistem persamaan diferensial

nonlinear berikut.
dx

P =(r—ay—>bix)x (5a)
& _ —_a.2
&= (a2 (b

dengan semua parameter bernilai positif. Kedua
parameter, yaitu ri1 dan r2 berturut-turut

menunjukkan pertumbuhan intrinsik prey dan
predator. Parameter a1 merupakan parameter
interaksi pemangsaan predator terhadap prey.
Parameter b: adalah parameter antraksi antar
prey, sedangkan b: adalah parameter interaksi
antar predator [9].. Model predator prey yang
digunakan pada penelitian ini adalah sebagai

berikut.

dH

TS (r1t—aiP—biH) H—ciH (6a)
dP p
- =(r, — @z 2)P—c2P (6b)
Dengan H dan P berturut-turut adalah kepadatan
spesies prey dan predator pada waktu t. Pada
model ini, diasumsikan 0 < ¢i < r;, i = 1, 2 untuk
mengontrol kepadatan prey dan predator. Model
ini mempunyai dua titik kesetimbangan, yaitu E1
dan E: berturut turut Ei =(rlb_cl , O)dan titik

1
kesetimbangan E2 = (Hz, P2) dengan H:
- (ri—c1)az dan P, = (ri—c1)(rz—¢2)
a; (rz—az)+azb;y a;(rz—az)+azby

Zhu [8], titik kesetimbangan (H*, P*) bersifat
stabil global.

. Menurut

METODOLOGI PENELITIAN

Metodologi penelitian yang dilakukan
pada penelitian ini adalah studi literatur. Pada
penelitian ini, persamaan model Leslie-Gower
kontinu (6a) dan (6b) didiskritisasi dengan
menggunakan metode  Euler. Kemudian,
dilakukan pencarian titik kesetimbangan dan
analisis kestabilan pada titik kesetimbangan
tersebut secara lokal. Akhirnya, dilakukan
simulasi numerik untuk beberapa kasus
parameter model.

HASIL DAN PEMBAHASAN

1. Diskritisasi Model

Pandang kembali (6a) dan (6b). Dengan
menggunakan beda maju, persamaan (6a) dan
(6b) dapat didiskritisasi menjadi seperti berikut.

Hp+1=Hp + (kl -aiPn - blHn) Hn (73)

Pt = Pa +(k2 ~a, 5—’;)13" (7b)

Dengan k1 = (r1 - c1) dan k2 = (rz - c2).

2. Titik Kesetimbangan Model

Misalkan titik kesetimbangan dari (7a) dan (7b)
adalah (H*, P*) maka haruslah berlaku
H*=H* + (k1 - a1 P* - b1 H*) H* (8a)

p* = p* +(k2 —a, Z—) P* (8b)

CAUCHY - ISSN: 2086-0382

35



Trija Fayeldi

Berdasarkan (8a) dan (8b), diperoleh
H* =0 atau

ki-aiP*-b1H*=0 (9a)
dan
P* =0 atau
P*
(k2= az)=0. (9b)

Berdasarkan (8b), jelas H* # 0.
Substitusikan P* = 0 ke (9a)
ki-ai(0)-b1H*=0
ki-biH*=0
k1= b1H*
H* =2 (10)

by
Sehingga diperoleh E1 =(r1b—c1 , 0).

1

Untuk k1 - a1 P* - b1 H* = 0 diperoleh
P*_kl—blH*

az
Substitusikan (11) ke (9b), diperoleh

azp*
(kz ng )b_ 0)
az(k1—b1H"
(kz - a;H* )= 0
a1k2H*—a2(k1—b1H*)= 0
aH*
arikoH* — a)ky + aoghitH* =0
H* (a1k2 + azbl) = a)ky
azkq

(11

=
_a1k2+a2b1
Substitusikan (12) ke (11), diperoleh

p* =k1—b1H*
az

_ azky
pr 1 @)
ag '
p* _ka(askatazbi)—aszbiky
ai(aikz+azbg)
« _Ka(aska+azbi—azby)

(12)

P

ai(askz+azbq)
% Gakikp
ai(askz+azbsq)
w—_ Kika
_a1k2+a2 bll

azkq klkz )
ajkp+azbq ! ajk,+azbq '

Sehingga diperleh E2 =(

3. Analisis Kestabilan Model

Analisis kestabilan model dilakukan dengan
mengamati perilaku model secara lokal di sekitar
titik kesetimbangannya. Misalkan,

F(H,P)=H+ (ki-a1P-b1H) H (13a)
G(H,P) =P +(k; — a, 2)P (13b)
Matriks Jacobi dari sistem (13a) dan (13b)
adalah

o or
]_BHOP
o ac

0H 0P

1 + (kl - a1P - ZblH) —a1P
= p? P\ |(14)
a:IZ 1 + (kz - 2a2 E)

Untuk E1 diperoleh:

1—k, -4k
]51:< 1 by )
0 1+k,

Nilai-nilai eigen dari JE1 adalah A1 =1 - k1 dan A2
=1+kaJelas |A2|=|1+kz|=1+k2>1.

Lemma
Jika 0 < k1 < 2 maka |A1] < 1.

Bukti:

O0<ki<2

-2<-ki<0
-2+1<-k1+1<0+1
-1<1-k1<1

[1-ki| <1

(terbukti)

Berdasarkan lemma tersebut, dapat dituliskan
teorema berikut.

Teorema 2

Jika k1, k2 > 0 maka

1. Eisaddlejikaki<2

2. Eisourcejika ki >2

3. Einonhiperbolik jika k1 = 2

Adapun matriks Jacobi untuk E> adalah
1 - bl H* _alH*
JE2 =< K2 1 kz).
Misalkan, p dan g berturut-turut adalah trace dan
determinan /g2 maka dapat ditulis
p=2-(b1H* + k2)
q=1-(biH* + k2) + kik2

Lemma 2
Jika k1, k2>0makal-p+qg>0

Bukti:

Misalkan ki1, k2 > 0.

1-p+q =1-[2- (b1H* + k2)] + 1 - (k2 + b1H*) + kik
= b1H* + k2 + - (b1H* + k2) + kikz
= kikz > 0 (terbukti)

Lemma 3

Jika H* >’Z—f (ki-1)makagq<1.
Bukti:

Misalkan, H* >];—i (k1-1)

Maka
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b1H* > k2(k1 - 1)

biH* > kik2 - k2

biH* + k2 > kik>

biH* + k2 - kik2> 0
-(b1H* + k2) + kik2 < 0
1-(biH* + k2) + kik2 < 1
q<1

(terbukti)

Lemma 4

Jika H* <2Lbl [4 + ka2 (ki - 2)] maka 1 + p + ¢ >0.
Bukti:

Misalkan H* <2171 [4 + ka2 (k1 - 2)]

1

< [2+% (k- 2)]

H*

4 + kiks > 2(k2 + b1H*)

4 + kikz - 2(b1H* + k2) > 0

1+ [2 - (b1H* + k2)] + [1 - (b1H* + k2) + kik2] > 0
1+ p + q > 0 (terbukti).

Berdasarkan Lemma 2, Lemma 3, dan Lemma 4
dapat dibuat Teorema berikut.

Teorema 3
Jikaz2 (ki - 1) < H* <= [4 + ka(k1 - 2)] maka titik
1 1

kesetimbangan E2 akan stabil.

4. Simulasi Numerik

Berikut akan disajikan simulasi numerik dari
sistem (7a) dan (7b) dengan c1 = 0,1; r1 = 0.3; c2=
0.1; r2 = 02; a1 = 0.1; b1 = 0.1; az = 0.1. Pada
simulasi tersebut, diperoleh nilai eigen pada titik
kesetimbangan E1 = (3, 0) adalah |A1] = 0,7 dan
[A2] = 1,1 yang berarti titik kesetimbangan E:
saddle. Adapun nilai eigen yang diperoleh pada
titik kesetimbangan Ez = (1.5, 1.5) adalah |A1] =
0,8832 dan |A2] = 0,8832 yang berarti titik
kesetimbangan E? stabil.

¢

14+
12
E2

08+
06+

04}

\>

0l ——— = =t e = 4
1 12 14 16 18 2 22 24 26 28 3
Gambar 1 Plot sistem (7a) dan (7b) dengan
c1=0,1;r1=0.3;¢c2=0.1; r =0.2; a1 = 0.1; b1 =

0.1; a2 =0.1.

Simulasi numerik berikutnya menggunakan
parameter c1 = 1; r1 = 3.5; 2= 0.1; r2 = 0.2; a1 =
0.3; b1 = 0.2; dan az = 0.5. Pada simulasi tersebut,
diperoleh nilai eigen pada titik kesetimbangan E1
= (12.5, 0) adalah |A1] = 1,5 dan |A2] = 1,1 yang
berarti titik kesetimbangan Ei1 source. Adapun
nilai eigen yang diperoleh pada titik
kesetimbangan E: = (9.62, 1.92) adalah |A1] =
0,89 dan [A2] = 0,87 yang berarti titik
kesetimbangan E> stabil.

08F

06+

04

0.2F

0 P L
0 2 4

Gambar 2 Plot sistem (7a) dan (7b) dengan
c1=1;r1=35,c=01;r2=0.2; a1 =0.3; b1 =
0.2; dan a2 = 0.5.
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KESIMPULAN

Berdasarkan uraian pada hasil dan
pembahasan, maka dapat diambil kesimpulan
bahwa perilaku model hasil diskritisasi konsisten
dengan model kontinunya. Selain itu, pada
simulasi numerik dengan Matlab, ditunjukkan
bahwa perubahan parameter akan
mempengaruhi kestabilan model.
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