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ABSTRAK

Himpunan semua fungsi Baire kelas satu yang terbatas pada K ditulis B; (K), dengan K sembarang
ruang metrik separabel. Salah satu kelas bagian terpenting dari B; (K) adalah D (K), yang menotasikan kelas
semua fungsi pada K yang merupakan selisih fungsi-fungsi semikontinu terbatas pada K. Pada paper ini
dibuktikan bahwa sifat aljabar Banach komutatif dan elemen identitas berlaku di kelas D (K).

Kata kunci: Ruang metrik separabel, Aljabar Banach, Baire Kelas Satu, fungsi semikontinu, kelas D (K).

ABSTRACT

The first Baire class of bounded functions on separable metric spaces K denoted by B;(K). One of the
most important subclass of B,(K) is D(K), by D(K) is denoted the class of all functions on K which are
differences of bounded semicontinuous functions. In this paper we proved that D(K) is abelian Banach algebra

and identity element.

Keywords: Separable metric spaces, Banach Algebra, The first Baire class, Semicontinuous functions, The Class

D(K)

PENDAHULUAN

Himpunan semua fungsi Baire kelas satu
yang terbatas pada K ditulis B;(K), dengan K
sembarang ruang metrik separabel. Salah satu
kelas bagian terpenting dari B, (K) adalah D(K),
yang menotasikan kelas semua fungsi pada K yang
merupakan selisih fungsi-fungsi semikontinu
terbatas pada K Kelas D(K) pertama Kkali
dikenalkan oleh A.S Kechris dan Louveau pada
tahun 1990. Banyak peneliti yang telah membahas
tentang kelas fungsi D(K). Sejalan dengan
kemajuan sains dan teknologi, kajian tentang
D(K) juga mengalami perkembangan sehingga
muncul beberapa pengertian tentang D(K) dan
norma pada D(K), seperti yang ditulis oleh
Haydon, Odell, Rosenthal (1991) dan Rosenthal
(1994) serta Farmaki (1996). Kelas fungsi D(K)
memiliki peranan penting dalam cabang
matematika diantaranya analisis fungsional,
khususnya dalam pengaplikasian teori ruang
Banach. Oleh karena itu penulis tertarik untuk
membuktikan sifat aljabar Banach komutatif
dengan elemen identitas pada kelas D (K).

TEORI DASAR

Pada bagian ini akan diberikan beberapa
pengertian dasar dan sifat yang merupakan
konsep awal untuk dipahami agar mudah
mengikuti pembahasan selanjutnya. Pengertian-
pengertian dan sifat-sifat yang disajikan diadopsi

dari beberapa literatur yang disebutkan pada
daftar pustaka.

Definisi 2.1 (Aljabar Banach) Aljabar adalah
ruang linear A yang di dalamnya didefinisikan
operasi multiplikasi sehingga untuk setiap x,y,z €
A dan skalar «, berlaku

1) xyeA

2) x(yz) = (xy)z

3) x(y+2z)=xy+xz

4) (x+y)z =xz+yz

5) alxy) = (ax)y = x(ay).

Selanjutnya A dikatakan komutatif (abelian) jika
untuk setiap x,y € A berlaku xy = yx. Aljabar A
dikatakan mempunyai elemen identitas jika
terdapat dengan tunggal elemen e # 0 sehingga
ex = xe = x untuk setiap x € A. Elemen e ini
disebut elemen identitas. Aljabar bernorma A ialah
suatu aljabar yang dilengkapi dengan norma ||. ||
sehingga |[xy|| < l|x||lly]l untuk setiap x,y € A.
Sedangkan aljabar bernorma yang lengkap disebut
aljabar Banach.

Selanjutnya diberikan definisi fungsi
semikontinu, yang akan digunakan dalam
mendefinisikan kelas fungsi D (K). Fungsi - fungsi
yang dibicarakan bernilai real dan didefinisikan
pada E, dengan E himpunan bagian dari ruang
metrik X. Sebelumnya disepakati terlebih dahulu
bahwa setiap pengambilan infimum dan
supremum dari suatu himpunan pada bagian ini,
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himpunan yang dimaksud merupakan himpunan
bagian dari R, dengan R = R U {—o0, 0}, Dalam
mendefinisikan fungsi semikontinu diperlukan
konsep limit atas dan limit bawah, oleh karena itu
akan diberikan definisi limit atas dan limit bawah
terlebih dahulu.

Definisi 2.2 (Limit atas dan Limit Bawah)
Diberikan fungsi f yang di definisikan pada E dan
xy EE.
1) Limit atas (upper limit) fungsi f ketika x
mendekati x, ditulis dengan lim f(x) dan
xX-xg
didefinisikan
lim f(x) = inf {M.(f, xp): ¢ > 0},
X—-Xg
dengan  M.(f,xp) = sup{f (x):x € Ne(x) N
E}.
2) Limit bawah (lower limit) fungsi f ketika x
mendekati x, ditulis dengan lim f(x) dan

X-X0
didefinisikan
lim f(x) = sup {m.(f,x,): € > 0},
XX
dengan m.(f,x;) = inf {f (x): x € N.(xp) N
E}.

Pada Definisi 2 diatas, nilai limitnya selalu ada dan
dapat bernilai berhingga, +o0, atau —oco.

Definisi 2.3 (Fungsi Semikontinu) Diberikan
fungsi f yang didefinisikan pada E dan x, € E.

1) Fungsi f dikatakan semikontinu atas (upper
semicontinuous) di x, apabila f(x,) =
lim f(x). Selanjutnya, fungsi f dikatakan
X-Xg

semikontinu atas pada E apabila fungsi f
semikontinu atas disetiap x, € E.

2) Fungsi f dikatakan semikontinu bawah
(lower semicontinuous) di x, apabila
f(xp) = lim f(x). Selanjutnya, fungsi f

X=X
dikatakan semikontinu bawah pada E
apabila fungsi f semikontinu bawah disetiap
xy EE.

3) Fungsi yang semikontinu atas atau
semikontinu bawah dinamakan fungsi
semikontinu.

Pada pembuktian sifat-sifat kelas D(K),
pemakaian definisi kelas D(K) secara langsung
cukup menyulitkan. Oleh karena itu, diperlukan
suatu hasil yang lebih memudahkan dalam
pembahasan yang dimaksud. Fungsi-fungsi yang
dibicarakan bernilai real dan didefinisikan pada K,
dengan K sebarang ruang metrik separabel. Selain
itu, himpunan semua fungsi-fungsi kontinu pada
K dinotasikan dengan C(K).

Lemma 2.4 Fungsi f € D(K) jika dan hanya jika
terdapat  fungsi-fungsi  semikontinu  bawah
terbatas u dan v pada K, sehingga f = u —v.

Bukti : (Syarat cukup). Diketahui fungsi-fungsi
semikontinu bawah terbatas u dan v pada K,
sehingga f = u — v. Menurut definisi D(K), jelas
f € D(K).

(Syarat perlu). Diketahui f € D(K), berarti
terdapat fungsi-fungsi semikontinu terbatas u dan
v pada K, sehingga f = u — v. Dalam hal ini ada
beberapa kemungkinan, yaitu:

Kemungkinan pertama: Jika u dan v fungsi-fungsi
semikontinu atas terbatas pada K, maka diperoleh

f=u—v=(-v)— (—u).Karena u dan v fungsi-
fungsi semikontinu atas, maka - u dan - v fungsi-
fungsi semikontinu bawah. Oleh karena itu,
apabila u' = —v dan v’ = —u maka diperoleh u/,
v’ fungsi-fungsi semikontinu bawah terbatas pada
Kdan f=u'"—v.

Kemungkinan kedua: Jika u fungsi semikontinu
bawah terbatas pada K dan v fungsi semikontinu
atasterbataspadaK,maka f =u—v=(u—v) —
0. Karena v fungsi semikontinu atas, maka -v
fungsi semikontinu bawah sehingga u — v fungsi
semikontinu bawah. Oleh karena itu, apabila u' =
u—1v dan v' = 0 maka diperoleh u’, v' fungsi-
fungsi semikontinu bawah terbatas pada K dan
f=u-v.

Kemungkinan ketiga : Jika u fungsi semikontinu
atas terbatas pada K dan v fungsi semikontinu
bawah terbatas pada K, maka f=u—-v=0-—
(v —u). Karena u fungsi semikontinu atas, maka
-u fungsi semikontinu bawah sehingga v —u
fungsi semikontinu bawah. Oleh karena itu, jika
u' =0, danv' = v —u maka diperoleh u', v’
fungsi-fungsi semikontinu bawah terbatas pada K
danf=u"—v'.m

Untuk selanjutnya, apabila f sebarang fungsi yang
didefinisikan pada K, notasi f = 0 dimaksudkan
f(x) = 0 untuk semua x € K.

Lemma 2.5 Fungsi f € D(K) jika dan hanya jika
terdapat  fungsi-fungsi  semikontinu  bawah
terbatas u,v = 0 pada K, sehingga f = u —v.

Bukti : (Syarat cukup). Diketahui fungsi-fungsi
semikontinu bawah terbatas wu,v =0 pada K
sehingga f = u —v. Oleh karena itu, menurut
Lemma 4 di atas, jelas f € D(K).

(Syarat perlu). Diketahui f € D(K), maka
menurut Lemma 4 terdapat fungsi-fungsi
semikontinu bawah terbatas g dan h pada K
sehingga f = g — h. Karena g fungsi semikontinu
bawah terbatas pada K, maka terdapat barisan
{pn} diC(K) sehingga ¢y < ¢; S @, < @3 < - <
Ppn < Pnyg <+ dengan @y =0 dan {p,}
konvergen titik demi titik ke g. Oleh karena itu,
diperoleh
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g(x) = lim ¢, (x)

= il—r& Z?=1(<Pj —pj_1) (%)

= Y% (0 — 9j-1) ),

untuk setiap x € K. Selanjutnya, karena h juga
fungsi semikontinu bawah terbatas pada K, maka
terdapat barisan {y,} € C(K) sehingga 1, <
Y <P, <Pz <-- dengan P, =0 dan {P,}
konvergen titik demi titik ke h. Oleh karena itu,
diperoleh

h(x) = lim Yy, (x)

= 7111_1)120 Z?:z(ll’j — 1)) = 252, (¥ — ¥ (),
untuk setiap x € K. Akibatnya, untuk sebarang
x € K diperoleh

f) =g —hx) = I2(0; —0;_1)(x) -
Z?o=1(1/)j - tl),-_z)(x)-

Selanjutnya, namakan u = Z;’-":l((pj - (pj_l) dan

v =3%,(¥; —¥;_;). Karena ¢; —¢;_; =0 dan
Yj—P;_; =0 untuk setiap j =12, maka
diperoleh u,v = 0. Jadi terdapat fungsi-fungsi
semikontinu bawah terbatasu,v >0 pada K
sehingga f = u —v.

PEMBAHASAN

Pada bagian ini akan dibuktikan sifat
aljabar Banach komutatif dengan elemen identitas
pada kelas D(K). Berdasarkan Definisi 1.1 di atas,
beberapa langkah harus dibuktikan terlebih
dahulu.

Berikut ini akan ditunjukkan bahwa D (K)
merupakan ruang linear.

Lemma 3.1 Diberikan ruang metrik separabel K,
D(K) merupakan ruang linear.

Bukti : Diambil sembarang f, g € D(K) dan skalar
a, maka terdapat fungsi-fungsi semikontinu
bawah terbatas u,v,s,t = 0 pada K, dengan sifat
f =u—vdan g = s —t, sehingga diperoleh

) f+g=w—-v)+(G—-t)=Ww+s)—(@w+1).
Karenau, s, t dan v fungsi -fungsi semikontinu
bawah, maka u +s dan v+t juga fungsi -
fungsi semikontinu bawah. Oleh karena itu,
apabila u' =u+s danv'=v+t maka
diperoleh fungsi-fungsi semikontinu bawah
terbatas u, v’ > 0 pada K, sehingga f+ g =
u’ — v’. Akibatnya f + g € D(K).

2) af =a(u—v) = au—av. Apabila a =0,
maka au, av fungsi-fungsi semikontinu bawah.
Oleh karena itu, apabila u' = au dan v' =
av, maka diperoleh fungsi-fungsi semikontinu
bawah terbatas u, v’ =0 pada K, sehingga
af = u’ — v, Dilain pihak, apabila @ < 0, maka
-au dan —av fungsi - fungsi semikontinu
bawah. Karena itu, apabilau’ = —av danv' =
—au, maka diperoleh fungsi - fungsi

semikontinu bawah terbatas u’, v" > 0 padak,
sehingga af = u' — v". Akibatnya, af € D(K).

Jadi, terbukti D(K) ruang linear.

Berikut diberikan definisi fungsi yang
sangat berperan dalam pembahasan pada bagian
ini.

Definisi 3.2 Diberikan ruang metrik separabel K,
didefinisikan fungsi ||. || : D(K) = R, dengan
Ifllp = inflllu+ vl : f = u — v,denganu,v
> 0 fungsi —
fungsi semikontinu
bawah terbatas pada K},
untuk setiap f € D(K).

Selanjutnya akan dibuktikan bahwa D(K)
merupakan ruang bernorma terhadap fungsi
[|l.lp. Terlebih dahulu dibuktikan beberapa
lemma yang akan digunakan dalam pembuktian.

Lemma 3.3 Jika f € D(K) maka ||f|le < |Ifllp-

Bukti : Diambil sembarang f € D(K) dan fungsi-
fungsi semikontinu bawah terbatas u, v > 0 pada
K, dengan sifat f = u — v. Menurut definisi norma
supremum, diperoleh
If1lec = suplf ()| = suplu(x) — v(x)|
X€EK X€EK

< SUI}?W(X) +v)| = ||lu + V|-
XE
Dengan Kkata lain, ||f||, merupakan batas bawah

dari himpunan
{llu + v|lw : f = u— v,dengan u, v = 0 fungsi-
fungsi semikontinu bawah terbatas pada K}
Oleh karena itu, diperoleh
Iflle < inf{llu + V|l : f = u — v dengan u,v
=0
fungsi — fungsi semikontinu bawah
terbataspada K3.
Jadi, terbukti bahwa ||f |l < IIflp-

Lemma 3.4 Jika f € D(K) dan a € R maka
berlaku

{lla(u + v)||w: af = au — av,dengan u, v = 0 fungsi —
fungsi semikontinu bawah terbatas pada K}
={llh+ gllo : af =h—g,dengan h,g =

0 fungsi — fungsi semikontinu
bawabh terbatas pada K}.

Bukti : Diambil sembarang f € D(K) dan a € R.
Untuk kemudahan dalam pembuktian, namakan
A=A{lla(u + V)||lw: af = au — av,dengan u, v
>0
fungsi — fungsi semikontinu bawah
terbatas pada K}, dan
B={|lh+9llew:af =h—g,dengan h,g =0

fungsi — fungsi semikontinu bawah
terbatas pada K3.
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Akan dibuktikan A = B. Diambil sembaranga € 4,
maka terdapat fungsi-fungsi semikontinu bawah
terbatas u,v >0 pada K dan af =au—av,
sehingga diperoleh a = ||a(u + v)||,. Dalam hal
ini ada dua kemungkinan, yaitu ¢ > 0 atau a < 0.

Jika a=0 maka au,av = 0. Berarti
terdapat fungsi - fungsi semikontinu bawah
terbatas h = au dan g = av pada K, sehingga
af =h—g dan diperoleh a=|lh+9lle ,
dengan kata lain a € B.

Jika a < 0 maka dapat dipilih fungsi-fungsi
semikontinu bawah terbatas h = —av dan g =
—au, sehingga af = h—g dan diperoleh a =
I|h + gllo, dengan kata lain a € B. Akibatnya,
diperoleh A € B.

Sebaliknya, diambil sembarang b € B, maka
terdapat fungsi-fungsi semikontinu bawah
terbatas h,g >0 pada K dengan af =h—g,
sehingga diperoleh b = ||h + g||. Apabila a = 0
maka jelas terbukti B € A. Selanjutnya, apabila

a # 0 maka dapat dipilih u = g dan v = %. Dalam

hal ini ada dua kemungkinan, yaitua > 0 atau a <
0.

Jika @ >0 maka diperoleh fungsi-fungsi
semikontinu bawah terbatas u,v > 0 pada Kdan
af = au — av, sehingga b= |la(u+v)||w.
Dengan kata lain, b € A.

Jika @ < 0 maka diperoleh

af =h—g=oau—av=(—av) — (—auw)

= a(-v) — a(—u).
Oleh karena itu, apabila u” = (—v) dan v’ = (—u),
maka diperoleh fungsi - fungsi semikontinu

bawah terbatas u',v’ = 0 pada K dan af = au’ —
av',sehingga b = ||a(u’ + v")||». Dengan kata lain,
b € A. Akibatnya diperoleh B C A. Jadi, terbukti
A =B.

Seperti yang telah disebutkan sebelumnya,
dengan menggunakan Lemma 3.3 dan Lemma 3.4,
dapat dibuktikan bahwa fungsi ||.||, adalah
norma pada D (K).

Teorema 3.5 Fungsi ||.||, adalah norma pada
kelas D(K).

Bukti :

(1). Akan dibuktikan bahwa ||f]l, = 0, untuk
setiap f € D(K), dan ||f||p, = 0 jika dan hanya jika
f=0.

Diambil sembarang f € D(K). Karena

Ifllp = inf{|lu + v||, : f =u — v,dengan u, v
>0

fungsi — fungsi semikontinu bawah terbatas

pada K},

maka diperoleh |[|f]l, = 0. Selanjutnya, jika

IIfllp = 0 maka menurut Lemma 3.3 diperoleh

IIfllc = 0. Oleh karena itu, f(x) = 0 untuk setiap

x € K, dengan kata lain f = 0. Sebaliknya, jika

f =0 maka terdapat fungsi-fungsi semikontinu

bawah terbatas u = 0 dan v = 0, sehingga f =

u — v = 0, akibatnya diperoleh

Ifllp = inf{llu + vl : f =u — v,dengan u, v
>0

fungsi — fungsi semikontinu bawah terbatas

padaK} =0

(2). Akan dibuktikan |laf||p, = |a|.||f]lp, untuk
setiap f € D(K) dan skalar a.

Diambil sembarang f € D(K) dan a€R.
Berdasarkan Lemma 3.4, diperoleh

lal-Ifllp = lalinf{llu + vlle : f =u—v,
dengan
u, v = 0 fungsi — fungsi semikontinu
bawah terbatas pada K}
=inf{]a|||lu + v|le : f = u — v, dengan
u, v = 0 fungsi — fungsi semikontinu
bawah terbatas pada K}
= inf{lla(u + v)|| : af = au — av,
dengan u, v = 0 fungsi — fungsi
semikontinu bawah terbatas
pada K }
= inf{||h + glle : af = h — g dengan
h, g = 0 fungsi — fungsi semikontinu
bawah terbatas pada K}
= llafllp.

(3). Akan dibuktikan |If + gllp < lIfllp + llgllp,
untuk setiap f,g € D(K).

Diambil f,g € D(K) dan & > 0 sembarang, maka
terdapat fungsi - fungsi semikontinu bawah
terbatas u,v,s,t > 0 dengan f =u—v dan g =
s —t, sehingga berlaku

lu +vlle < IIflly +5 dan s + tlle < llglly +5;

Oleh karena itu, diperoleh

Ifllp + llgllp + &> llu+ vl + IIs + tlle
= |[(u+v)+ s+l
=l(u+s)+ @+l
2|f +9lp-

Karena berlaku untuk & > 0 sembarang, maka

diperoleh
lf +gllo < lIfllp + llgllp-

Berdasarkan (1), (2), dan (3), maka terbukti
bahwa fungsi ||. ||, adalah norma pada D(K).

Pengertian norma pada D(K) dapat juga
disajikan lain, yang tertuang dalam teorema
berikut ini.

Teorema 3.6 Fungsi f € D(K) jika dan hanya jika
terdapat barisan {f,,} di C(K) dan sup Y, ,,| f(x)| <
XEK

co sehingga Y., fr, = f titik demi titik. Lebih lanjut,
Ifllp = inflllEn=olful llo : {filn=0 © C(K) dan
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sup Yool fu(x)| < oo sehingga
XEK
% o fa = f titik demi titik}.

Bukti : (Syarat perlu). Diketahui f € D(K), maka
terdapat fungsi-fungsi semikontinu bawah
terbatas u,v = 0 padak, sehingga f=u-—w.
Karena u fungsi semikontinu bawah terbatas,
maka terdapat barisan {¢,} S C(K) sehingga
Qo= P; <P, <3 < dengan ¢, =0 dan
{@,} konvergen titik demi titik ke u. Oleh karena
itu, diperoleh
u(x) = lim @, (x)

n—-oo
= lim Yo —i-1) (1) = 2%(0; —
‘Pj—z)(x),
untuk setiap x € K. Selanjutnya, karena v juga
fungsi semikontinu bawah terbatas, maka
terdapat barisan {i,} € C(K) sehingga 1, <
Y; <P, < ---denganyp, = 0 dan {,,} konvergen
titik demi titik ke v. Oleh karena itu, diperoleh
v(x) = lim ¥, (x)
= ilglo Yo — o) () = 252, (¥ — ¥-1) (),
untuk setiap x € K. Sehingga untuk sebarang x €
K diperoleh
fO) =ulx) —v(x)
= Zj’o=1(<Pj - (Pj-z)(x) - 23-0:1(1!’1' - lpj—z)(x)
= Z;'o=1(¢’j -1~ Y+ lllj—z)(x)-
Selanjutnya, namakan f; = @; — @;_; —¥; + ;_4,
untuk setiap j €N dengan f, =0, sehingga
diperoleh barisan {f;, } € C(K). Oleh karena itu,
fx) =X ; fu(x), untuk setiap x € K. Dilain
pihak, karena u dan v terbatas, maka terdapat
My, M, > 0 sehingga |u(x)| < M; dan |[v(x)| < M,,
untuk setiap x € K. Akibatnya, untuk sembarang
x € K berlaku
Y=l GOl = Z3=1l(@n — @n—1 — Yn + Y1) ()|

< M;+M,

Karena berlaku untuk sebarang x € K, maka
diperoleh sup Y lfn(x)| < 0. Dengan kata lain,

ada barlsan {fn} C C(K) dan sup Yalfn()] <

sehingga )., f,, = f titik demi tltlk Oleh karena itu,
diperoleh
I llp = inflllX5ol fol lleo = {fudn=o © CCK)

dan sup Yool fp (X)] < o0

XEK
sehingga Y.o_, f, = f titik demi titik}.

(Syarat cukup). Diketahui barisan {f,,} € C(K) dan
sup Yn-olfu(x)| < o sehingga Yn=ofn =

XEK

f titik demi titik.

Untuk sembarang x € K, berlaku
) = T ful@) = Jim They fu)
= ,lg?o 21]‘12:1(]%+ - fn_)(x)

= lim 5, (A1 00 - f (@)

= lim $%_,(£,") 60 = lim $X_,(£, ()
=3 (1)@ - (6.

Selanjutnya, namakan u = Z;’le(fnJr) dan v =
> (f,7). Karena f,*,f,” =0 maka diperoleh
u,v > 0. Diperhatikan bahwa YX_ (£f)*(x) <
YEH(£,)7 (x) untuk setiap x € K, dan

%%Zn:](fn) () =X5=:(f.)"(x). Akibatnya, u

merupakan fungsi semikontinu bawah terbatas
pada K. Dengan cara yang sama, diperoleh v
merupakan fungsi semikontinu bawah terbatas
pada K. Oleh karena itu, terdapat fungsi-fungsi
semikontinu bawah terbatasu,v >0 pada K,
sehingga f = u — v. Dengan kata lain, f € D(K).
Akibatnya, diperoleh

Ifllp < inf{lIZ7-olfal lleo : {fadn=0 € C(K) dan,
sup Yq-olfn(x)| < oo sehingga
x€EK

Yo ofn = f titik demi titik}.

Menggunakan Teorema 3.6, pengertian
norma pada D(K) dapat disajikan dalam bentuk
lain, yang tertuang dalam teorema berikut.

Teorema 3.7 Fungsi f € D(K) jika dan hanya
jika terdapat barisan {f,} di C(K) dan C < oo,
sehingga {f,} konvergen titik demi titik ke f
dengan fp =0 dan Yy olfor1(x) — fu(x)[ <C
untuk setiap x € K. Lebih lanjut,

Ifllp = inf{C: {f,} S C(K),f, = 0dan
Yn=olfa+1(0) — () < C,Vx €

K,sehingga {f,}

konvergen titik demi titik ke f}.

Bukti : (Syarat perlu). Diketahui f € D(K) maka
menurut Teorema 3.6, terdapat barisan {g,}
C(K), sehingga Y., g, = f titik demi titik dan
SUP Xinlgn ()] < co.

Namakan C= sup Yulgn(x)], dan untuk setiap n €

N dibentuk fn Yi-;g; dengan f; =0, maka
diperoleh barisan {f,} di C(K) dan {f;,} konvergen
titik demi titik ke f. Untuk sembarang x € K
diperoleh
Y=ol frr1 () — frn ()|
= Yool 2T gi (00 — X, 9:(0)|
= Ya=olgn+1 ()| < C.
Dengan kata lain, terdapat barisan {f,} < C(K)
dan C < oo, sehingga {f,} konvergen titik demi
titik ke f dengan f; =0 dan Yo_olfns1(x) —
fn(x)] < C untuk setiap x € K. Oleh karena itu,
diperoleh
Ifllp = inf{C: {f,} € C(K),f, = 0dan
Zn=olfot1(0) = ()| < C,Vx €K
sehingga {f,,} konvergen titik demi titik ke f}.

(Syarat cukup). Untuk setiap n € N, dibentuk
n = fn+1—fn dengan g, =0. Akibatnya,
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diperoleh barisan {g,} € C(K), dan Y ,9,=f

titik demi titik. Selanjutnya, untuk sebarang x €

K, diperoleh

=0l gn (O = Z3=ol far1(x) — fu(x)] < C < 0.

Karena berlaku untuk sembarang x € K, maka

diperoleh sup Y.,|gn(x)| < c0. Dengan kata lain,
XEK

terbukti f € D(K). Oleh karena itu, diperoleh
Ifllp <inf{C: {f,} < C(K),f, = 0dan

Yrzolfari(®) — fu)I < C,Vx €K
sehingga {f,,} konvergen titik demi titik ke f}

Menggunakan  Teorema 3.7, akan
dibuktikan bahwa  D(K) merupakan ruang
Banach.

Teorema 3.8 Diberikan ruang metrik separabel K,
D (K) merupakan ruang Banach.

Bukti : Berdasarkan Teorema 3.5, (D(K),|l.|p)
merupakan ruang bernorma, selanjutnya akan
dibuktikan D(K) lengkap. Diambil sebarang
barisan Cauchy {f,,} € D(K). Oleh karena itu,
dapat diasumsikan ||f,+; — fullp <
setiap n € N. Karena f,.;—fn € D(K), maka
untuk setiap n € N terdapat barisan {@}};5-; di
C(K), sehingga {@}%}%_, konvergen titik demi titik
ke f,+1 — fn dan memenuhi

ol @1 () — (| < 7 untuk setiap x €
K.

Karena {f,} barisan Cauchy di D(K), maka
diperoleh ||f;, — fnllo = 0, untuk n,m — co. Oleh
karena itu, untuk setiap x € K diperoleh {f;,(x)}
barisan Cauchy di R. Karena R lengkap, maka
untuk setiap x € K, terdapat f(x) € R sehingga
{f,(@)} konvergen ke f(x). Akibatnya diperoleh
Ifn = fll = 0.

Diambil sembarang n, € N. Dibentuk g, =
fr+1 — fu, untuk setiap n € N dan ¥, = (¢’ +
“ton) +(onth —ort) 4+ (@R — R,
untuk setiap [,n € N dengan n, <[l <n. Oleh
karena itu didapat barisan {y,} S C(K) dan
berlaku
Z%o:ng In = lim Zﬁ =ngYn

= hm Zn ng(fn+1 fa)

- ’ll_l;glo(fk+1 fng) f fng-
Selanjutnya, akan dibuktikan f —f, € D(K).
Untuk setiap L,n€N dengan n,<I[I<n,
diperoleh
[n = (0n” + -+ on)ll,,
= ”(‘Pwlﬁﬁ OF) 4+ (phys — (prrzl)”m
< Zl =l+1 21 = 211
Oleh karena itu, apabila n — o0 maka untuk setiap
x € K dan [ = ny, diperoleh

1

lim [y, () = (9° + -+ 9R) @] < 3
Akibatnya, diperoleh

P untuk

1
g () + -+ 91(0) = —7 < i oy, (x)

< Gny () + -+ 91 +

Selanjutnya, apabila [ — oo, maka diperoleh {1}
konvergen titik demi titik ke f — f, . Disisi lain,
diperoleh
Yol n1 () = Y ()| < Xo|nd; (x) —
P’ Q)| + -+
Yol @1 () — @ (] + Tio| @t () —

l+1(x)| 4ot
Zn Ol(pn+1(x)
‘Pkr+11(x)|
ot T olwﬁié(x) asted]

1

S Hiaks ES
untuk setlap x € K. Dengan demikian terdapat
barisan {y,} S C(K) yang konvergen titik demi
titik ke f — fo,, dan B o[thnes (x) — Y (0] <3,
Dengan kata lain benar bahwa f —f, € D(K).
Karena D(K) ruang linear, maka diperoleh f €

D(K). Selanjutnya, berdasarkan asumsi diawal
pembuktian, maka diperoleh

1F = Faoll, = 1E5=ns 9l
= ”Zf:nofrw] - fn”D
< Zf:nollfrwl - fn”D

1 1 i
< Z;‘f=n02—n S a1 untuk setiap n, €

N.
Karena berlaku untuk sembarang n, € N, maka
diperoleh barisan {f;,} konvergen ke f.Jadi, terbukti
D(K) ruang Banach.

PR + Zrolonta (o) —

Berdasarkan Teorema 3.8, akan
ditunjukkan bahwa D(K) merupakan aljabar
Banach komutatif dan mempunyai elemen
identitas.

Teorema 3.9 Diberikan ruang metrik separabel K,
D(K) merupakan aljabar Banach komutatif dan
mempunyai elemen identitas.

Bukti: Berdasarkan Teorema 3.8, D(K)
merupakan ruang Banach, selanjutnya akan
dibuktikan D(K) aljabar yang komutatif dan
mempunyai elemen identitas.

1) Diambil sembarang f, g, h € D(K), maka
terdapat fungsi - fungsi semikontinu bawah
terbatas u, v, w, x, y, z =20 pada K,
sehingg f=u—v, g=w-—x, dan h =
y — z. Oleh karena itu, diperoleh
flg+h) =@=-v)(w-x+@-2)

=u-vWw-0+@u-vQy-2)

= fg+fh.

Dengan kata lain, f (g + h)
setiap f, g, h € D(K).

2) Diambil sembarang f, g, h € D(K), maka
terdapat fungsi - fungsi semikontinu bawah

= fg + fh, untuk
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terbatas u, v, w, x, y, z =0 pada K,

sehingga f=u—v, g=w-—x,dan h =

y — z. Oleh karena itu, diperoleh

G+ f =(w-0)+@-2))u-v)
=w-xu-v+G-2)u-v)

= gf + hf.

Dengan kata lain, (g+h)f = gf +hf,
untuk setiap f, g, h € D(K).

3) Diambil sembarang f, g € D(K) dan skalar
a, maka terdapat fungsi-fungsi semikontinu
bawah terbatas u,v,w,x =20 pada K
sehingga f =u—v, dan g =w —x.0leh
karena itu, diperoleh

a(fg) = a ((u-v) w—x))
= (a(u —v))(w —x) = (af)g.
Dengan kata lain, a(fg) = (af)g, untuk
setiap f,g € D(K) dan skalar a.

4) Diambil f,g € D(K) dan € > 0 sembarang,
maka terdapat fungsi-fungsi semikontinu
bawah terbatas u, v, w,x >0 pada K
dengan f =u —v dan g = w — x, sehingga
berlaku

lu+vllo <Ilfllp + dan

&
(lglip+1)

&

Uflip+1)°

Iw + xll < llgllp +

Oleh karena itu, diperoleh
Ifgllp < l(wx +uw) + (ux + vw)lle
=l +v)(W + 2|l
S lu+ vilollw + xlle
< lIflipllgllp +2e + €.

Karena berlaku untuk € >0 sembarang
maka diperoleh

Ifgllo < Ifllollglip.

Dengan kata lain, ||fgll, < lIfll5llgllp,
untuk setiap f,g € D(K).

5) Diambil sembarang f,g € D(K), maka
terdapat fungsi - fungsi semikontinu bawah
terbatas u, v, w, x = Opada K, sehingga
f=u—v dan g =w — x. Oleh karena itu,
diperoleh

fg=@u-v)(w-x)
=w-0@u-v)=gf
Dengan kata lain, fg = gf, untuk setiap
f,9 € D(K).

Dengan demikian, terbukti bahwa D(K)
merupakan aljabar Banach komutatif.

Selanjutnya  akan  dibuktikan D(K)

mempunyai elemen identitas.

Diambil sembarang f € D(K), maka
terdapat fungsi-fungsi semikontinu bawah
terbatas u,v = 0 pada K, sehingga f=u-—v.
Untuk sebarang x € K didefinisikan e(x) = 1.

Akibatnya, diperoleh e € D(K). Oleh karena itu,
diperoleh

ef =e(u—v)=U—-v)e=u—v="f.

Dengan kata lain, e merupakan elemen identitas
pada D(K). Jadi, terbukti bahwa sifat aljabar
Banach komutatif dan mempunyai elemen
identitas berlaku pada kelas D (K).

PENUTUP

Berdasarkan hasil pembahasan dapat
disimpulkan bahwa kelas D(K) mempunyai sifat
aljabar Banach komutataif dan mempunyai
elemen identitas.

Sifat aljabar Banach komutatif dapat pula
diselidiki pada Kkelas bagian B;(K) lainnya,
diantaranya kelas B1 / (K).
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