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ABSTRAK 

Dalam tulisan ini dibahas tentang penyelesaian persamaan gelombang linier dua dimensi 
menggunakan metode beda hingga. Persamaan beda diperoleh dengan cara melakukan 
diskritisasi terhadap persamaan differensial parsial yang menyatakan pergerakan gelombang 
menggunakan skema eksplisit centered time centered space. Untuk menjamin kekonvergenan 
solusi yang diperoleh dari penyelesaian numerik ini digunakan analisis kestabilan Von Neumann 
dan analisis konsistensi terhadap persamaan beda hasil diskritisasi. Untuk mensimulasikan 
kestabilan solusi diberikan dua contoh yang menyatakan stabil atau tidaknya solusi yang 
diperoleh. 

Kata Kunci: Persamaan gelomang dua dimensi, metode beda hingga, skema eksplisit CTCS, syarat 
kestabilan, syarat konsistensi. 

 
 

ABSTRACT 
 

This paper discusses the solution to the two-dimensional linear wave equation using the finite 
difference method. The different equations are obtained by discretizing the partial differential 
equations that express the wave motion using an explicit centered time centered space scheme. 
To ensure the convergence of the solution obtained from this numerical solution, the Von 
Neumann stability analysis and the consistency analysis of the discretized differential equations 
are used. To simulate the stability of the solution, two examples are given which state whether the 
solution is stable or not.  
 
Keywords: Two-dimensional wave equation, finite difference method, CTCS explicit scheme, 

stability requirements, consistency requirements.  

 

PENDAHULUAN 

Persamaan gelombang dua dimensi dapat digunakan untuk mensimulasikan 
pergerakan gelombang air dalam sebuah kanal yang berbentuk persegi panjang. Kondisi 
gelombang air pada suatu waktu dapat dinyatakan dalam bentuk fungsi dua variabel yang 
menyatakan ketinggian permukaan air pada koordinat yang diwakili oleh kedua variabel 
dalam fungsi tersebut. Kecapatan awal penyebaran gelombang air dapat dinyatakan 
sebagai turunan dari fungsi yang menyatakan keadaan awal gelombang air terhadap 
waktu. 
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Jika area penyebaran gelombang merupakan daerah yang tertutup seperti kolam 
dimana air tidak akan keluar dari area penyebaran atau media, maka kondisi ini dapat 
dinyatakan sebagai sebuah kondisi pada batas yang dinamakan kondisi batas Neumann, 
yaitu suatu persamaan diferensial yang menyatakan kondisi tidak ada pergerakan air 
yang kelual dan masuk melewati batas-batas [1], [2]. 

Jika pergerakan gelombang air dikondisikan memiliki ketinggian yang tidak 
berubah seiring adanya perubahan waktu, maka kondisi semacam itu dapat dinyatakan 
sebagai sebuah kondisi yang dinamakan sebagai kondisi batas Dirichlet [3]. Tetapi jika 
kondisi pergerakan air pada sisi-sisi kanal tidak seragam, maka kondisi pada batas dapat 
dinyatakan menggunakan perpaduan dari kondisi Neumann maupun Dirichlet [4], [5], 
[6], [7]. 

Persamaan gelombang yang akan digunakan untuk mensimulasikan pergerakan 
gelombang air dalam tulisan ini adalah persamaan gelombang linier dimensi dua yang 
dapat diturunkan menggunakan [8], [9]. Persamaan gelombang merupakan persamaan 
parsial hiperbolik linear order kedua yang menggambarkan propagasi gelombang, 
diantaranya gelombang suara dan gelombang air.  

Terdapat dua metode dalam menyelesaikan persamaan gelombang, yaitu 
penyelesaian secara analitik dan penyelesaian secara numerik. Karena metode analitik 
tidak selalu memberikan hasil, maka metode numerik merupakan metode yang paling 
banyak diandalkan didalam penyelesaian masalah-masalah persamaan differensial. 
Beberapa metode numerik atau hampiran dalam penyelesaian persamaan gelombang 
dalam [10] yaitu metode volume hingga, metode beda hingga, metode elemen hingga, 
metode spektral, neural network [11], dan lain sebagainya [12]. Metode-metode 
hampiran tersebut cenderung tidak stabil secara komputasi, sehingga diperlukan analisis 
untuk mencegah hal tersebut, yaitu salah satunya dengan menentukan syarat kestabilan 
menggunakan metode Von Neumann [13].  

 

METODE 

Diskritisasi 

Pada tulisan ini persamaan diferensial beserta kondisi awal dan kondisi batas pada 
persamaan (1)-(4) diselesaikan menggunakan metode hampiran numerik skema CTCS. 
Persamaan (1) didiskrtikan menjadi 

𝑢𝑖,𝑗
𝑛+1 − 2𝑢𝑖,𝑗

𝑛 + 𝑢𝑖,𝑗
𝑛−1

Δ𝑡2
= 𝑐2 (

𝑢𝑖+1,𝑗
𝑛 − 2𝑢𝑖,𝑗

𝑛 + 𝑢𝑖−1,𝑗
𝑛

∆𝑥2
+

𝑢𝑖,𝑗+1
𝑛 − 2𝑢𝑖,𝑗

𝑛 + 𝑢𝑖,𝑗−1
𝑛

∆𝑦2
)  

dengan 𝑖 = 2, … , (𝑀 − 1), 𝑗 = 2, … , (𝑁 − 1), dan 𝑡 = 2, …. Persamaan diatas dapat 
dituliskan menjadi 

𝑢𝑖,𝑗
𝑛+1 =

𝑐2Δ𝑡2

Δ𝑥2
(𝑢𝑖+1,𝑗

𝑛 − 2𝑢𝑖,𝑗
𝑛 + 𝑢𝑖−1,𝑗

𝑛 ) +
𝑐2Δ𝑡2

Δ𝑦2
(𝑢𝑖,𝑗+1

𝑛 − 2𝑢𝑖,𝑗
𝑛 + 𝑢𝑖,𝑗−1

𝑛 ) + 2𝑢𝑖,𝑗
𝑛 − 𝑢𝑖,𝑗

𝑛−1 

Tanpa mengurangi perumuman, akan dipilih Δ𝑥 = Δ𝑦 sedemikian hingga 
persamaan diatas dapat disederhanakan menjadi 

𝑢𝑖,𝑗
𝑛+1 = 𝑠(𝑢𝑖+1,𝑗

𝑛 + 𝑢𝑖−1,𝑗
𝑛 + 𝑢𝑖,𝑗+1

𝑛 + 𝑢𝑖,𝑗−1
𝑛 ) + (2 − 4𝑠)𝑢𝑖,𝑗

𝑛 − 𝑢𝑖,𝑗
𝑛−1 (5) 
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dengan 𝑠 = 𝑐2Δ𝑡2/Δ𝑥2. 

Kondisi awal pada persamaan (2) didiskritkan menjadi 𝑢𝑖,𝑗
0 = 𝜙𝑖,𝑗  dan 

𝑢𝑖,𝑗
2 − 𝑢𝑖,𝑗

0

2Δ𝑡
= 0, atau       𝑢𝑖,𝑗

0 = 𝑢𝑖,𝑗
2  (6) 

Kondisi batas pada persamaan (3) dapat dituliskan menjadi 

𝑢2,𝑗
𝑛 − 𝑢0,𝑗

𝑛

2Δ𝑥
, dan     

𝑢𝑀+1,𝑗
𝑛 − 𝑢𝑀−1,𝑗

𝑛

2Δ𝑥
= 0   

Persamaan-persamaan diatas dapat ditulis menjadi 

𝑢0,𝑗
𝑛 = 𝑢2,𝑗

𝑛 , dan      𝑢𝑀+1,𝑗
𝑛 = 𝑢𝑀−1,𝑗

𝑛  (7) 

Berikutnya kondisi batas pada persamaan (4) dapat didiskritkan menjadi 

𝑢𝑖,2
𝑛 − 𝑢𝑖,0

𝑛

2Δ𝑦
= 0, dan     

𝑢𝑖,𝑁+1
𝑛 − 𝑢𝑖,𝑁−1

𝑛

2Δ𝑦
= 0 

Persamaan-persamaan diatas dapat dituliskan sebagai 

𝑢𝑖,0
𝑛 = 𝑢𝑖,2

𝑛 , dan     𝑢𝑖,𝑁+1
𝑛 = 𝑢𝑖,𝑁−1

𝑛  (8) 

 

Kestabilan 

Analisis kestabilan dilakukan untuk menentukan batas nilai 𝑠 pada persamaan beda 
(5) diatas agar solusi yang diperoleh konvergen. Untuk menentukan nilai 𝑠 akan 
digunakan metode kestabilan Von Neumann, yaitu dengan memisalkan  𝑢𝑖,𝑗

𝑛 = 𝜌𝑛𝑒𝐼𝑎(𝑖+𝑗) 

dengan 𝐼 = √−1, 𝑎 ∈ ℝ dan mensubstitusikan pada persamaan beda (5), selanjutnya 
diperoleh : 

𝜌𝑛+1𝑒𝐼𝑎(𝑖+𝑗) = 2𝑠𝜌𝑛(𝑒𝐼𝑎(𝑖+𝑗+1) + 𝑒𝐼𝑎(𝑖+𝑗−1)) + (2 − 4𝑠)𝜌𝑛𝑒𝐼𝑎(𝑖+𝑗) − 𝜌𝑛−1𝑒𝐼𝑎(𝑖+𝑗)  

Jika kedua ruas dari persamaan diatas dibagi dengan 𝜌𝑛𝑒𝐼𝑎(𝑖+𝑗) diperoleh 

𝜌 = 2𝑠(𝑒𝐼𝑎 + 𝑒−𝐼𝑎) + (2 − 4𝑠) − 𝜌−1,  

dengan mengalikan persamaan diatas dengan 𝜌 dan meletakkan semua suku di sisi kiri 
tanda sama dengan diperoleh 

𝜌2 − 𝜌(2𝑠[𝑒𝐼𝑎 + 𝑒−𝐼𝑎] + (2 − 4𝑠)) + 1 = 0  

Karena 𝑒±𝐼𝑎 = cos (𝑎) ± 𝐼𝑠𝑖𝑛(𝑎) maka persamaan diatas ditulis menjadi 

𝜌2 − (2𝑠[2 cos 𝑎] + (2 − 4𝑠))𝜌 + 1 = 0 

atau 

𝜌2 − (4𝑠(cos 𝑎 − 1) + 2)𝜌 + 1 = 0 

Selanjutnya dapat digunakan rumus 𝑎𝑏𝑐 untuk menentukan nilai 𝜌 dari persamaan 
kuadrat diatas, yaitu 
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𝜌1,2 = −
𝑏

2
±

1

2
√𝑏2 − 4𝑎𝑐 (9) 

Misalkan 𝑎 = 1, 𝑏 = −2(2s(cos 𝑎 − 1) + 1), 𝑐 = 1, dan dengan  mensubstitusikan 
variabel 𝑎, 𝑏, dan 𝑐 pada persamaan (9) diatas, diperoleh 

𝜌1,2 = [2𝑠(cos 𝑎 − 1) + 1] ± √[2𝑠(cos 𝑎 − 1) + 1]2 − 1 

Persamaan beda (5) akan stabil jika nilai 𝜌 pada persamaan jika nilai norm-nya kurang 
dari satu. Penjelasan lebih lengkap dapat dilihat pada [14], dan persamaan beda diatas 
stabil jika memenuhi 

𝑠 ≤
1

2
 

    (10) 

Konsistensi Persamaan Beda 

Persamaan beda konsisten jika persamaan tersebut dapat dideretkan 
menggunakan persamaan Taylor dan limit dari persamaan tersebut sama dengan 
persamaan differensial semula.  

Berdasarkan analisis yang telah dilakukan, dapat ditunjukkan bahwa persamaan 
beda (5) konsisten [14] dengan orde error pemotongan 𝒪(Δ𝑥2, Δ𝑦2, Δ𝑡3).  Sebagai 
akibatnya jika nilai Δ𝑥, Δ𝑦, dan Δ𝑡 dipilih sedemikian hingga nilai 𝑠 memenuhi syarat 
kestabilan dalam persamaan (10), maka solusi yang diperoleh dari persamaan beda akan 
konvergen pada solusi eksak dari persamaan differensial (1) yang diselesaikan. 

 

HASIL DAN PEMBAHASAN 

Berikut ini adalah persamaan-persamaan diskrit yang diperoleh dari uraian secara 
aljabar persamaan beda beserta kondisi awal dan kondisi batas pada bagian sebelumnya. 
Selanjutnya persamaan-persamaan akan digunakan sebagai landasan dalam menuliskan 
kode program untuk simulasi. Pada tulisan ini, langkah-langkah untuk mendapatkan 
persamaan-persamaan berikut tidak dapat dicantumkan secara mendetail karena 
keterbatasan jumlah halaman yang diijinkan, sehingga hanya hasil akhir saja yang 
diberikan. 

 

Untuk 𝒏 = 𝟏 

Untuk 𝑛 = 1 persamaan beda (5) menjadi 

𝑢𝑖,𝑗
2 = 𝑠(𝑢𝑖+1,𝑗

1 + 𝑢𝑖−1,𝑗
1 + 𝑢𝑖,𝑗+1

1 + 𝑢𝑖,𝑗−1
1 ) + (2 − 4𝑠)𝑢𝑖,𝑗

1 − 𝑢𝑖,𝑗
0 . 

Dengan menggunakan kondisi awal (6) kita punya 𝑢𝑖,𝑗
0 = 𝑢𝑖,𝑗

2 , setelah disubstitusikan pada 

persamaan diatas diperoleh 

𝑢𝑖,𝑗
2 =

𝑠

2
(𝑢𝑖+1,𝑗

1 + 𝑢𝑖−1,𝑗
1 + 𝑢𝑖,𝑗+1

1 + 𝑢𝑖,𝑗−1
1 ) + (1 − 2𝑠)𝑢𝑖,𝑗

1 . 

Pada 𝒊 = 𝟏,   

 Pada 𝑗 = 1 persamaan yang digunakan adalah 

𝑢1,1
2 = 𝑠(𝑢2,1

1 + 𝑢1,2
1 ) + (1 − 2𝑠)𝑢1,1

1  

 Pada 𝑗 = 2, … , (𝑁 − 1) persamaan yang digunakan adalah 
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𝑢1,𝑗
2 =

𝑠

2
(2𝑢2,𝑗

1 + 𝑢1,𝑗+1
1 + 𝑢1,𝑗−1

1 ) + (1 − 2𝑠)𝑢1,𝑗
1  

 Pada 𝑗 = 𝑁 persamaan yang digunakan adalah 

𝑢1,𝑁
2 = 𝑠(𝑢2,𝑁

1 + 𝑢1,𝑁−1
1 ) + (1 − 2𝑠)𝑢1,𝑁

1  

Pada 𝒊 = 𝟐, … , (𝑴 − 𝟏)  

 Pada 𝑗 = 1 persamaan yang digunakan adalah 

𝑢𝑖,1
2 =

𝑠

2
(𝑢𝑖+1,1

1 + 𝑢𝑖−1,1
1 + 2𝑢𝑖,2

1 ) + (1 − 2𝑠)𝑢𝑖,1
1  

 Pada 𝑗 = 2, … , (𝑁 − 1) persamaan yang digunakan adalah 

𝑢𝑖,𝑗
2 =

𝑠

2
(𝑢𝑖+1,𝑗

1 + 𝑢𝑖−1,𝑗
1 + 𝑢𝑖,𝑗+1

1 + 𝑢𝑖,𝑗−1
1 ) + (1 − 2𝑠)𝑢𝑖,𝑗

1  

 Pada 𝑗 = 𝑁 persamaan yang digunakan adalah 

𝑢𝑖,𝑁
2 =

𝑠

2
(𝑢𝑖+1,𝑁

1 + 𝑢𝑖−1,𝑁
1 + 2𝑢𝑖,𝑁−1

1 ) + (1 − 2𝑠)𝑢𝑖,𝑁
1  

Pada 𝒊 = 𝑴  

 Pada 𝑗 = 1 persamaan yang digunakan 

𝑢𝑀,1
2 = 𝑠(𝑢𝑀−1,1

1 + 𝑢𝑀,2
1 ) + (1 − 2𝑠)𝑢𝑀,1

1  

 Pada 𝑗 = 2, … , (𝑁 − 1) persamaan yang digunakan adalah 

𝑢𝑀,𝑗
2 =

𝑠

2
(2𝑢𝑀−1,𝑗

1 + 𝑢𝑀,𝑗+1
1 + 𝑢𝑀,𝑗−1

1 ) + (1 − 2𝑠)𝑢𝑀,𝑗
1  

 Pada 𝑗 = 𝑁 persamaan yang digunakan adalah 

𝑢𝑀,𝑁
2 = 𝑠(𝑢𝑀−1,𝑁

1 + 𝑢𝑀,𝑁−1
1 ) + (1 − 2𝑠)𝑢𝑀,𝑁

1  

Untuk 𝒏 > 𝟏, 

Pada 𝒊 = 𝟏  

 Pada 𝑗 = 1 persamaan yang digunakan 

𝑢1,1
𝑛+1 = 2𝑠(𝑢2,1

𝑛 + 𝑢1,2
𝑛 ) + (2 − 4𝑠)𝑢1,1

𝑛 − 𝑢1,1
𝑛−1 

 Pada 𝑗 = 2, … , (𝑁 − 1) persamaan yang digunakan adalah 

𝑢1,𝑗
𝑛+1 = 𝑠(2𝑢2,𝑗

𝑛 + 𝑢1,𝑗+1
𝑛 + 𝑢1,𝑗−1

𝑛 ) + (2 − 4𝑠)𝑢1,𝑗
𝑛 − 𝑢1,𝑗

𝑛−1 

 Pada 𝑗 = 𝑁 persamaan yang digunakan adalah 

𝑢1,𝑁
𝑛+1 = 2𝑠(𝑢2,𝑁

𝑛 + 𝑢1,𝑁−1
𝑛 ) + (2 − 4𝑠)𝑢1,𝑁

𝑛 − 𝑢1,𝑁
𝑛−1 

Pada 𝒊 = 𝟐, … , (𝑴 − 𝟏)  

 Pada 𝑗 = 1 persamaan yang digunakan adalah 

𝑢𝑖,1
𝑛+1 = 𝑠(𝑢𝑖+1,1

𝑛 + 𝑢𝑖−1,1
𝑛 + 2𝑢𝑖,2

𝑛 ) + (2 − 4𝑠)𝑢𝑖,1
𝑛 − 𝑢𝑖,1

𝑛−1 

 Pada 𝑗 = 2, … , (𝑁 − 1) persamaan yang digunakan adalah 

𝑢𝑖,𝑗
𝑛+1 = 𝑠(𝑢𝑖+1,𝑗

𝑛 + 𝑢𝑖−1,𝑗
𝑛 + 𝑢𝑖,𝑗+1

𝑛 + 𝑢𝑖,𝑗−1
𝑛 ) + (2 − 4𝑠)𝑢𝑖,𝑗

𝑛 − 𝑢𝑖,𝑗
𝑛−1 
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 Pada 𝑗 = 𝑁 persamaan yang digunakan adalah 

𝑢𝑖,𝑁
𝑛+1 = 𝑠(𝑢𝑖+1,𝑁

𝑛 + 𝑢𝑖−1,𝑁
𝑛 + 2𝑢𝑖,𝑁−1

𝑛 ) + (2 − 4𝑠)𝑢𝑖,𝑁
𝑛 − 𝑢𝑖,𝑁

𝑛−1 

Pada 𝒊 = 𝑴  

 Pada 𝑗 = 1 persamaan yang digunakan adalah 

𝑢𝑀,1
𝑛+1 = 2𝑠(𝑢𝑀−1,1

𝑛 + 𝑢𝑀,2
𝑛 ) + (2 − 4𝑠)𝑢𝑀,1

𝑛 − 𝑢𝑀,1
𝑛−1 

 Pada 𝑗 = 2, … , (𝑁 − 1) persamaan yang digunakan adalah 

𝑢𝑀,𝑗
𝑛+1 = 𝑠(2𝑢𝑀−1,𝑗

𝑛 + 𝑢𝑀,𝑗+1
𝑛 + 𝑢𝑀,𝑗−1

𝑛 ) + (2 − 4𝑠)𝑢𝑀,𝑗
𝑛 − 𝑢𝑀,𝑗

𝑛−1 

 Pada 𝑗 = 𝑁 persamaan yang digunakan adalah 

𝑢𝑀,𝑁
𝑛+1 = 2𝑠(𝑢𝑀−1,𝑁

𝑛 + 𝑢𝑀,𝑁−1
𝑛 ) + (2 − 4𝑠)𝑢𝑀,𝑁

𝑛 − 𝑢𝑀,𝑁
𝑛−1 

 

Simulasi 1 

Berikut ini adalah hasil simulasi program yang diperoleh menggunakan nilai 𝑙 =
𝑚 = 5, kemudian Δ𝑥 = Δ𝑦 = 0.1 dan Δ𝑡 = 0.05 serta 𝑇 = 10, sedangkan Φ(𝑥, 𝑦) =
sech2(𝑥2 + 𝑦2). Hasil simulasi untuk beberapa 𝑡 dapat dilihat pada gambar berikut: 

 
Gambar 1. Hasil simulasi untuk t=0, t=1.2, dan t=2.45 

 

 
Gambar 2. Hasil simulasi untuk t=4.95, t=7.45, dan t=9.95 

 

Simulasi 2 

Berikut ini adalah hasil simulasi program yang diperoleh menggunakan nilai 𝑙 =
𝑚 = 5, kemudian Δ𝑥 = Δ𝑦 = 0.1 dan Δ𝑡 = 0.075 serta 𝑇 = 10, sedangkan Φ(𝑥, 𝑦) =
sech2(𝑥2 + 𝑦2). Hasil simulasi untuk beberapa 𝑡 dapat dilihat pada gambar berikut: 
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Figure 3. Hasil simulasi dengan nilai s>0.5 

 

Kode program Matlab untuk menghasilkan simulasi 1 dan simulasi pada Gambar 1-
3  diatas dapat diperoleh di matworks.com/fileexchange [15].  

Pada simulasi 1, dipilih nilai Δ𝑥, Δ𝑦, Δ𝑡 sedemikian hingga dapat memenuhi syarat 

kestabilan yaitu nilai 𝑠 kurang dari 
1

2
. Dapat dilihat hasil simulasi pada Gambar 1 dan 

Gambar 2 bahwa nilai-nilai solusi yang diperoleh yang dinyatakan kedalam kurva 
ketinggian atau surf terbatas pada suatu rentang tertentu. Pada simulasi 1 digunakan 𝑡 ∈
[0,21] dan dapat dilihat bahwa nilai-nilai solusi yang diperoleh tidak terjadi blow up, 
meskipun nilai 𝑡 dibuat menjadi lebih besar (pembaca dapat mencoba mengubah nilai 𝑇 
pada kode program yang link-nya telah dicantumkan diatas). 

Pada simulasi 2, dipilih nilai-nilai  Δ𝑥, Δ𝑦, Δ𝑡 yang menyebabkan nilai 𝑠 >
1

2
 atau 

tepatnya 𝑠 = 0.5625, yang berarti tidak memenuhi syarat kestabilan. Hasil yang diperoleh 
untuk 𝑡 tertentu menunjukkan bahwa solusi tidak stabil. Hal tersebut ditandai oleh 
semakin besarnya nilai solusi jika nilai 𝑡 semakin bertambah besar dan pada akhirnya 
nilai solusi akan menuju tak hingga. 

Dapat dilihat pada Gambar 3, sebelum penyebaran gelombang sampai pada batas 
solusi atau ketinggian gelombang terlihat baik-baik saja, tetapi setelah gelombang yang 
berasal dari pusat berinteraksi dengan pantulan gelombang yang berasal dari batas-
batas, solusi menjadi tidak stabil. Simulasi ini dilakukan untuk analisis uji kestabilan dan 
kekonvergenan yang menunjukkan bahwa grafik stabil dalam kriteria kestabilan yang 
ditetapkan dan konvergen. Kestabilan ini juga dapat digunakan sebagai acuan bahwa 
error tidak berkembang saat diterapkan kriteria kestabilan. 

Berikut ini adalah hasil simulasi program untuk 𝑡 = 107 dan dipilih nilai-nilai 
Δ𝑥, Δ𝑦, Δ𝑡 sedemikian hingga 𝑠 kurang dari 1/2 dan dapat memenuhi syarat kestabilan. 
Dapat dilihat bahwa untuk 𝑡 yang cukup besar solusi tidak mengalami blow-up, tetapi jika 
di hitung volumenya berdasarkan ketinggian permukaan gelombang pada setiap titik, 
semakin bertambah nilai 𝑡 maka nilai volumenya semakin berkurang. Hal ini disebabkan 
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oleh adanya error yang diakibatkan oleh pemotongan orde pada hampiran persamaan 
dengan deret Taylor didalam melakukan diskritisasi, yang mana orde errornya adalah 
𝒪(Δ𝑥3, Δ𝑡3, Δ𝑡3).  

 
Figure 4. Simulasi solusi untuk s<0.5 pada t=107 

 

KESIMPULAN 

Berdasarkan pembahasan, dapat diperoleh bebereapa kesimpulan sebagai berikut, 
diantaranya skema numerik eksplisit CTCS untuk persamaan gelombang dua dimensi 
adalah sebagaimana yang terdapat pada persamaan (5) yaitu  

𝑢𝑖,𝑗
𝑛+1 = 𝑠(𝑢𝑖+1,𝑗

𝑛 + 𝑢𝑖−1,𝑗
𝑛 + 𝑢𝑖,𝑗+1

𝑛 + 𝑢𝑖,𝑗−1
𝑛 ) + (2 − 4𝑠)𝑢𝑖,𝑗

𝑛 − 𝑢𝑖,𝑗
𝑛−1. 

Metode beda hingga skema eksplisit CTCS pada persamaan gelombang dua dimensi 

bersifat stabil dengan syarat kestabilan 
𝑐2∆𝑡2

∆𝑥2 +
𝑐2∆𝑡2

∆𝑦2 ≤ 1 atau 
𝑐2Δ𝑡2

Δ𝑥2 ≤ 1/2 jika dipilih nilai 

Δ𝑥 = Δ𝑦.  

Metode beda hingga skema eksplisit CTCS pada persamaan gelombang dua dimensi 
konsisten dengan orde error 𝒪(∆𝑡3, ∆𝑥3, ∆𝑦3) dan konvergen jika mendekati nol.  
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