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Abstrak 

Tujuan dari penelitian ini adalah menunjukkan syarat cukup ketaksamaan Hӧ lder dan ketaksamaan 
Minkowski di perumuman Ruang Morrey beserta ruang lemahnya yaitu perumuman ruang Morrey lemah. 
Penelitian ini berfokus pada pengaplikasian ketaksamaan Hӧ lder dan ketaksamaan Minkowski di 
perumuman ruang Morrey dan perumuman ruang Morrey lemah berdasarkan karakteristik kedua ruang 

tersebut di himpunan bilangan riil berdimensi-𝑛.  

Kata kunci: Ketaksamaan Hӧlder; Ketaksamaan Minkowski; Perumuman Ruang Morrey; Syarat cukup 

Abstract 

The purpose of this research is to show the sufficient condition for Hӧ lder inequality and Minkowski 
inequality in generalization of Morrey space and its weak space, namely generalization of weak Morrey 
space. This research focuses on the application of Hӧ lder inequality and Minkowski inequality in 
generalization of Morrey space and generalization of weak Morrey space based on the characteristics of the 
two spaces in the set of n-dimensional real numbers.  

Keywords: Hӧlder inequality; Minkowski inequality; Morrey Room Publications; Sufficient conditions 

PENDAHULUAN 

Perumuman ruang Morrey merupakan pengembangan dari ruang Morrey yang 
definisinya dituliskan oleh Nakai pada tahun 1994[8], dan penelitian tentang perumuman ruang 
Morrey banyak dilakukan (lihat [9,10]). . Ruang Morrey sendiri diperkenalkan oleh C.B Morrey 
pada tahun 1938[5]. Ketaksamaan Hӧlder merupakan salah satu ketaksamaan dasar yang 
diperkenalkan oleh Leonard James Rogers (1888) dan disempurnakan oleh Otto Hӧlder (1889) 
[4]. Sedangkan ketaksamaan Minkowsi merupakan ketaksamaan dasar yang merupakan 
pengembangan dari ketaksamaan segitiga yang diperkenalkan oleh matematikawan asal Jerman 
tahun 1907[6]. Karena perumuman ruang Morrey merupakan ruang fungsi, maka ketaksamaan 
yang digunakan adalah ketaksamaan Hӧlder integral  dan ketaksamaan Minkowsi Integral atas 
fungsi kontinu [12]. Penelitian tentang pengaplikasian ketaksamaan Hӧlder banyak dijumpai, 
seperti penelitian yang dilakukan oleh Ifronika, dkk. [1], Pachpatte[12] dan Finner [14].  
Sedangkan penelitian tentang pengaplikasian ketaksamaan Minkowski juga banyak dijumpai, 
seperti yang dilakukan oleh Wang dan Wu[7], Hutnik [11] dan Kalory [15]. 

Sebelumnya akan ditunjukkan terlebih dahulu definisi ruang Morrey dan ruang Morrey 
lemah,  sebagaimana dasar dari perumuman ruang Morrey dan perumuman ruang Morrey lemah.  
 
Definisi 2.1. [2] Misalkan 0 ≤ 𝑝 ≤ 𝑞 < ∞. Untuk suatu fungsi 𝑓 merupakan fungsi di 

 𝐿𝑙𝑜𝑐
𝑝

(ℝ𝑛) norm ruang Morrey didefinisikan sebagai  

||𝑓||
ℳ𝑞

𝑝 ≔ 𝑠𝑢𝑝
𝑎∈ℝ,𝑟>0

|𝐵(𝑎, 𝑟)|
1

𝑞
−

1

𝑝 (∫ |𝑓(𝑥)𝑝𝑑𝑥
𝐵(𝑎,𝑟)

)

1

𝑝

< ∞ 
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Dalam definisi di atas, 𝐵(𝑎, 𝑟) didefinisikan sebagai bola buka yang berpusat di 𝑎 ∈ ℝ dan 

berjari-jari 𝑟 > 0. Ruang Morrey ℳ𝑞
𝑝

(ℝn)  adalah ruang Lebesgue 𝐿𝑝(ℝ𝑛) untuk 𝑝 = 𝑞. Sehingga 

dapat dilihat bahwa ruang Morrey merupakan perumuman dari ruang Lebesgue.  
  

Definisi 2.2. [3] Misalkan 1 ≤  𝑝 ≤  𝑞 < ∞  ruang Morrey lemah 𝑤ℳ𝑞
𝑝

(ℝ𝑛) merupakan 

himpunan fungsi terukur 𝑓 di ℝ𝑛 untuk ||𝑓||
𝑤ℳ𝑞

𝑝 < ∞ yang memenuhi: 

||𝑓||
𝑤ℳ𝑞

𝑝 = 𝑠𝑢𝑝
𝑎∈ℝ,   𝛾>0

|𝐵(𝑎, 𝑟)|
1

𝑞
−

1

𝑝𝛾| 𝑥 ∈ 𝐵(𝑎, 𝑟): |𝑓(𝑥)| > 𝛾|
1

𝑝 < ∞ 

dengan |{𝑥 ∈ 𝐵(𝑎, 𝑟) ∶ |𝑓(𝑥)| > 𝛾}| menyatakan ukuran Lebesgue dari {𝑥 ∈ 𝐵(𝑎, 𝑟) ∶ |𝑓(𝑥) > 𝛾}.   
Ruang Morrey lemah 𝑤ℳ𝑞

𝑝
(ℝ𝑛) bukan perluasan dari ruang Lebesgue 𝐿𝑝(ℝ𝑛), namun ruang 

Lebesgue lemah 𝑤ℳ𝑞
𝑝

(ℝ𝑛)  untuk 𝑝 = 𝑞. Perhatikan bahwa ‖⋅‖𝑤ℳ𝑞𝑝 mendefinisikan quasi-norm.  

 

Definisi 2.3. [1]Misalkan 1 ≤  𝑝 < ∞  dan 𝜙 ∈ 𝒢𝑝,  perumuman ruang Morrey ℳ𝜙
𝑝

(ℝ𝑛) 

didefinisikan sebagai himpunan semua fungsi terukur  𝑓 ∈ ℝ𝑛  yang memenuhi 

||𝑓||ℳ𝜙
𝑝

= 𝑠𝑢𝑝
𝑎∈ℝ,𝑟>0

1

𝜙(𝑟)
(

1

|𝐵(𝑎, 𝑟)|
∫ |𝑓(𝑥)|𝑝

𝐵(𝑎,𝑟)

𝑑𝑥)

1

𝑝

< ∞. 

Perumuman ruang Morrey ℳ𝜙
𝑝(ℝ𝑛) merupakan pengembangan dari ruang Morrey 

 ℳ𝑞
𝑝(ℝ𝑛) untuk 𝜙(𝑟) = 𝑟

−
𝑑

𝑞, 1 ≤ 𝑝 ≤ 𝑞 < ∞.   

 
Definisi 2.4.[1] Misalkan  𝜙 ∈ 𝒢𝑝  , perumuman ruang Morrey lemah 𝑤ℳ𝜙

𝑝
(ℝ𝑛)  didefinisikan 

sebagai himpunan semua fungsi terukur  𝑓  di ℝ𝑛 sedemikian sehingga 

||𝑓||
𝑤ℳ𝜙

𝑝 = 𝑠𝑢𝑝
𝑎∈ℝ,𝑟,𝛾>0

𝛾 

𝜙(𝑟)|𝐵(𝑎, 𝑟)|
1

𝑝

(|{𝑥 ∈ 𝐵(𝑎, 𝑟): |𝑓(𝑥)| > 𝛾}|
1

𝑝) < ∞. 

Pada bab selanjutnya akan dibahas teorema hasil beserta dengan pembuktian 
teoremanya.  

 

HASIL DAN PEMBAHASAN 

Teorema 3.1 Misalkan 1 < 𝑝, 𝑝1, 𝑝2 < ∞ dan 𝜙, 𝜙1, 𝜙2 ∈ 𝒢𝑝, maka pernyataan berikut ekuivalen: 

(1) 
1

𝑝1
+

1

𝑝2
≤

1

𝑝
  dan 𝜙1 × 𝜙2 ≤ 𝜙. 

(2) ||𝑓𝑔||
ℳ𝜙

𝑝 ≤ ||𝑓||
ℳ𝜙1

𝑝1  ||𝑔||
ℳ𝜙2

𝑝2  
 untuk semua  𝑓 ∈ ℳ𝜙1

𝑝1(ℝ𝑛) dan 𝑔 ∈ ℳ𝜙2

𝑝2(ℝ𝑛). 

 
Bukti. Ambil 𝑓 dan 𝑔 fungsi kontinu di ℳ𝜙

𝑝
(ℝ𝑛)  

Diketahui 
1

𝑝1
+

1

𝑝2
≤

1

𝑝
 dan 𝜙1 × 𝜙2 ≤ 𝜙 

Kemudian berangkat dari definisi ‖𝑓𝑔‖
ℳ𝜙

𝑝
(ℝ𝑛) diperoleh: 

 

||𝑓𝑔||
ℳ𝑝,𝜙

 = sup
𝑎∈ℝ,𝑟>0

1

𝜙(𝑟)
(

1

|𝐵(𝑎, 𝑟)|
∫ |𝑓(𝑥)𝑔(𝑥)|𝑝𝑑𝑥

𝐵(𝑎,𝑟)
)

1

𝑝

 

 

≤ sup
𝑎∈ℝ,𝑟>0

1

𝜙(𝑟)
(

1

|𝐵(𝑎, 𝑟)|
∫ |𝑓(𝑥)|𝑝1|𝑔(𝑥)|𝑝2𝑑𝑥

𝐵(𝑎,𝑟)
)

1

𝑝

 

 

≤ sup
𝑎∈ℝ,𝑟>0

(
1

𝜙1(𝑟)
×

1

𝜙2(𝑟)
) (

1

|𝐵(𝑎, 𝑟)|
∫ |𝑓(𝑥)|𝑝1|𝑔(𝑥)|𝑝2𝑑𝑥

𝐵(𝑎,𝑟)
)

1

𝑝
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≤ sup
𝑎∈ℝ,𝑟>0

(
1

𝜙1(𝑟)
×

1

𝜙2(𝑟)
) (

1

|𝐵(𝑎, 𝑟)|
(∫ |𝑓(𝑥)|𝑝1𝑑𝑥

𝐵(𝑎,𝑟)

× ∫ |𝑔(𝑥)|𝑝2𝑑𝑥
𝐵(𝑎,𝑟)

))

1

𝑝

 

 
≤ sup

𝑎∈ℝ,𝑟>0
(

1

𝜙1(𝑟)
×

1

𝜙2(𝑟)
) (

1

|𝐵(𝑎, 𝑟)|
∫ |𝑓(𝑥)|𝑝1𝑑𝑥

𝐵(𝑎,𝑟)

×
1

|𝐵(𝑎, 𝑟)|
∫ |𝑔(𝑥)|𝑝2𝑑𝑥

𝐵(𝑎,𝑟)
)

1

𝑝

 

 
≤ sup

𝑎∈ℝ,𝑟>0

1

𝜙1(𝑟)
(

1

|𝐵(𝑎, 𝑟)|
∫ |𝑓(𝑥)|𝑝1𝑑𝑥

𝐵(𝑎,𝑟)
)

×
1

𝜙2(𝑟)
(

1

|𝐵(𝑎, 𝑟)|
∫ |𝑔(𝑥)|𝑝2𝑑𝑥

𝐵(𝑎,𝑟)
) 

 = ||𝑓||
ℳ𝜙1

𝑝1  ||𝑔||
ℳ𝜙2

𝑝2  
 

 
Teorema 3.2 Misalkan 1 < 𝑝, 𝑝1, 𝑝2 < ∞ dan 𝜙, 𝜙1, 𝜙2 ∈ 𝒢𝑝, maka pernyataan berikut ekuivalen: 

(1) 
1

𝑝1
+

1

𝑝2
≤

1

𝑝
 dan 𝜙1 × 𝜙2 ≤ 𝜙. 

(2) ||𝑓 + 𝑔||
ℳ𝜙

𝑝 ≤ ||𝑓||
ℳ𝜙1

𝑝1 +  ||𝑔||
ℳ𝜙2

𝑝2  
 untuk semua 𝑓 ∈ ℳ𝜙1

𝑝1(ℝ𝑛) dan  

  𝑔 ∈ ℳ𝜙2

𝑝2(ℝ𝑛). 

 
Bukti. Ambil 𝑓 dan 𝑔 fungsi kontinu di ℳ𝜙

𝑝
(ℝ𝑛) 

Diketahui 
1

𝑝1
+

1

𝑝2
≤

1

𝑝
  dan  𝜙1 × 𝜙2 ≤ 𝜙. 

Kemudian berangkat dari definisi ‖𝑓 + 𝑔‖
ℳ𝜙

𝑝
(ℝ𝑛) diperoleh 

||𝑓 + 𝑔||
ℳ𝜙

𝑝 = sup
𝑎∈ℝ,𝑟>0

1

𝜙(𝑟)
(

1

|𝐵(𝑎, 𝑟)|
∫ |𝑓(𝑥) + 𝑔(𝑥)|𝑝𝑑𝑥

𝐵(𝑎,𝑟)
)

1

𝑝

 

 

≤ sup
𝑎∈ℝ,𝑟>0

1

𝜙(𝑟)
(

1

|𝐵(𝑎, 𝑟)|
∫ |𝑓(𝑥)|𝑝1 + |𝑔(𝑥)|𝑝2𝑑𝑥

𝐵(𝑎,𝑟)
)

1

𝑝

 

 

≤ sup
𝑎∈ℝ,𝑟>0

(
1

𝜙1(𝑟)
+

1

𝜙2(𝑟)
) (

1

|𝐵(𝑎, 𝑟)|
∫ |𝑓(𝑥)|𝑝1 + |𝑔(𝑥)|𝑝2𝑑𝑥

𝐵(𝑎,𝑟)
)

1

𝑝

 

  
≤ sup

𝑎∈ℝ,𝑟>0
(

1

𝜙1(𝑟)

+
1

𝜙2(𝑟)
) (

1

|𝐵(𝑎, 𝑟)|
(∫ |𝑓(𝑥)|𝑝1𝑑𝑥

𝐵(𝑎,𝑟)

+ ∫ |𝑔(𝑥)|𝑝2𝑑𝑥
𝐵(𝑎,𝑟)

))

1

𝑝

 

 
≤ sup

𝑎∈ℝ,𝑟>0
(

1

𝜙1(𝑟)
+

1

𝜙2(𝑟)
) (

1

|𝐵(𝑎, 𝑟)|
∫ |𝑓(𝑥)|𝑝1𝑑𝑥

𝐵(𝑎,𝑟)

+
1

|𝐵(𝑎, 𝑟)|
∫ |𝑔(𝑥)|𝑝2𝑑𝑥

𝐵(𝑎,𝑟)
)

1

𝑝

 

 
≤ sup

𝑎∈ℝ,𝑟>0

1

𝜙1(𝑟)
(

1

|𝐵(𝑎, 𝑟)|
∫ |𝑓(𝑥)|𝑝1𝑑𝑥

𝐵(𝑎,𝑟)
)

+
1

𝜙2(𝑟)
(

1

|𝐵(𝑎, 𝑟)|
∫ |𝑔(𝑥)|𝑝2𝑑𝑥

𝐵(𝑎,𝑟)
) 

 = ||𝑓||
ℳ𝜙1

𝑝1 + ||𝑔||
ℳ𝜙2

𝑝2  
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Teorema 3.3 Misalkan 1 < 𝑝, 𝑝1, 𝑝2 < ∞ dan 𝜙, 𝜙1, 𝜙2 ∈ 𝒢𝑝, maka pernyataan berikut ekuivalen: 

(1) 
1

𝑝1
+

1

𝑝2
≤

1

𝑝
  dan 𝜙1 × 𝜙2 ≤ 𝜙. 

(2) ||𝑓𝑔||
𝑤ℳ𝜙

𝑝 ≤ ||𝑓||
𝑤ℳ𝜙1

𝑝1 ||𝑔||
𝑤ℳ𝜙2

𝑝2    untuk semua  𝑓 ∈ 𝑤ℳ𝜙1

𝑝1(ℝ𝑛) dan  

  𝑔 ∈ 𝑤ℳ𝜙2

𝑝2(ℝ𝑛) . 

 
Bukti Ambil 𝑓 dan 𝑔 fungsi kontinu di 𝑤ℳ𝜙

𝑝
(ℝ𝑛) 

Diketahui 
1

𝑝1
+

1

𝑝2
≤

1

𝑝
 dan 𝜙1 × 𝜙2 ≤ 𝜙. 

Kemudian berangkat dari definisi ‖𝑓𝑔‖
𝑤ℳ𝜙

𝑝
(ℝ𝑛) diperoleh: 

  

||𝑓𝑔||
𝑤ℳ𝑝,𝜙

 = sup
𝑎∈ℝ,𝑟,𝛾>0

𝛾

𝜙(𝑟)|𝐵(𝑎, 𝑏)|
1

𝑝 

(|{𝑥 ∈ 𝐵(𝑎, 𝑟): |𝑓(𝑥)𝑔(𝑥)| > 𝛾}|
1

𝑝) 

 
= sup

𝑎∈ℝ,𝑟,𝛾>0

𝛾

𝜙(𝑟)|𝐵(𝑎, 𝑟)|
1

𝑝

(|{𝑥 ∈ 𝐵(𝑎, 𝑟): |𝑓(𝑥)||𝑔(𝑥)| > 𝛾}|
1

𝑝) 

 ≤ sup
𝑎∈ℝ,𝑟,𝛾>0

𝛾

(𝜙1(𝑟) × 𝜙2(𝑟)) (|𝐵(𝑎, 𝑟)|
1

𝑝 × |𝐵(𝑎, 𝑟)|
1

𝑝)

(|{𝑥 ∈ 𝐵(𝑎, 𝑟): |𝑓(𝑥)||𝑔(𝑥)|

> 𝛾}|
1

𝑝) 

 ≤ sup
𝑎∈ℝ,𝑟,𝛾>0

𝛾

(𝜙1(𝑟)|𝐵(𝑎, 𝑟)|
1

𝑝1) (𝜙2(𝑟)|𝐵(𝑎, 𝑟)|
1

𝑝2)

(|{𝑥 ∈ 𝐵(𝑎, 𝑟): |𝑓(𝑥)||𝑔(𝑥)|

> 𝛾}|
1

𝑝) 

 
≤ sup

𝑎∈ℝ,𝑟,𝛾>0

𝛾

𝜙1(𝑟)|𝐵(𝑎, 𝑏)|
1

𝑝1 

(|{𝑥 ∈ 𝐵(𝑎, 𝑟): |𝑓(𝑥)| > 𝛾}|
1

𝑝1)

× sup
𝑎∈ℝ,𝑟,𝛾>0

𝛾

𝜙2(𝑟)|𝐵(𝑎, 𝑏)|
1

𝑝2 

(|{𝑥 ∈ 𝐵(𝑎, 𝑟): |𝑔(𝑥)| > 𝛾}|
1

𝑝2) 

 = ||𝑓||
𝑤ℳ𝜙1

𝑝1 ||𝑔||
𝑤ℳ𝜙2

𝑝2  

 

Teorema 3.4 Misalkan 1 < 𝑝, 𝑝1, 𝑝2 < ∞ dan 𝜙, 𝜙1, 𝜙2 ∈ 𝒢𝑝, maka pernyataan berikut 
equivalent: 

(1) 
1

𝑝1
+

1

𝑝2
≤

1

𝑝
  dan 𝜙1 × 𝜙2 ≤ 𝜙. 

(2) ||𝑓 + 𝑔||
𝑤ℳ𝜙

𝑝 ≤ ||𝑓||
𝑤ℳ𝜙1

𝑝1 + ||𝑔||
𝑤ℳ𝜙2

𝑝2    untuk semua  𝑓 ∈ 𝑤ℳ𝜙1

𝑝1(ℝ𝑛) dan  

  𝑔 ∈ 𝑤ℳ𝜙2

𝑝2(ℝ𝑛) . 

 
Bukti. Ambil 𝑓 dan 𝑔 fungsi kontinu di 𝑤ℳ𝜙

𝑝
(ℝ𝑛) 

Diketahui 
1

𝑝1
+

1

𝑝2
≤

1

𝑝
 dan 𝜙1 × 𝜙2 ≤ 𝜙. 

Kemudian berangkat dari definisi ‖𝑓 + 𝑔‖
𝑤ℳ𝜙

𝑝
(ℝ𝑛) diperoleh: 

 

||𝑓 + 𝑔||
𝑤ℳ𝑝,𝜙

 = sup
𝑎∈ℝ,𝑟,𝛾>0

𝛾

𝜙(𝑟)|𝐵(𝑎, 𝑟)|
1

𝑝

(|{𝑥 ∈ 𝐵(𝑎, 𝑟): |𝑓(𝑥) + 𝑔(𝑥)| > 𝛾}|
1

𝑝) 
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KESIMPULAN 

Penelitian ini menunjukkan syarat cukup ketaksamaan Hӧlder dan ketaksamaan 
Minkowski di Perumuman Ruang Morrey  dan Perumuman Ruang Morrey lemah. Dari Teorema 

3.1, Teorema 3.2, Teorema 3.3 dan Teorema 3.4  diperoleh bahwa   
1

𝑝1
+

1

𝑝2
≤

1

𝑝
 dan  𝜙1 × 𝜙2 ≤ 𝜙, 

dengan 1 < 𝑝, 𝑝1, 𝑝2 < ∞ dan 𝜙, 𝜙1, 𝜙2 ∈ 𝒢𝑝, merupakan syarat cukup ketaksamaan Hӧlder dan 
ketaksamaan Minkowski di kedua ruang tersebut. 
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= sup

𝑎∈ℝ,𝑟,𝛾>0

𝛾
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1

𝑝
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𝑝) 

 
≤ sup

𝑎∈ℝ,𝑟 ,𝛾>0

𝛾
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1

𝑝1
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1

𝑝1) 
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𝑝2

(|{𝑥 ∈ 𝐵(𝑎, 𝑟): |𝑔(𝑥)| > 𝛾}|
1
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𝑤ℳ𝜙2 
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