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Abstrak

Penelitian ini dilakukan untuk memperoleh solusi numerik dari model matematika vibrasi dawai pada alat
musik petik. Model matematika ini merupakan representasi dari fenomena vibrasi dawai pada alat musik petik
yang dikenai simpangan. Model tersebut dikonstruksi oleh Kusumastuti, dkk (2017) dan berbentuk persamaan
diferensial parsial orde dua. Metode yang digunakan dalam menyelesaikan penelitian ini adalah metode BTCS
(Backward Time Central Space). Solusi numerik diperoleh dengan langkah-langkah sebagai berikut, 1).
Melakukan diskritisasi model matematika, serta mendiskritisasi kondisi awal dan kondisi batas. 2). Melakukan
analisis kestabilan solusi numerik untuk mengetahui syarat kestabilan solusi dan melakukan analisis
konsistensi untuk mengetahui kekonvergenan solusi numerik yang diperoleh. 3). Menyimulasikan solusi
numerik dan melakukan interpretasi grafik. Hasil penelitian menunjukkan bahwa solusi numerik model
matematika vibrasi dawai pada alat musik petik stabil tanpa syarat dan memiliki orde error (Ax?, At?).

Kata Kunci: Vibrasi Dawai Alat Musik Petik; Simulasi Numerik; Simpangan Dawai; Metode Implisit; Backward
Time Central Space; Solusi u(x; t)

Abstract

This research was conducted to obtain a numerical solution of the mathematical model of string vibration on
stringed instruments. This mathematical model is a representation of the phenomenon of string vibration on a
stringed instrument subject to deviation. The model was constructed by Kusumastuti, et al (2017) and is in the
form of a second-order partial differential equation. The method used in completing this research is the BTCS
(Backward Time Central Space) method. The numerical solution is obtained by the following steps, 1).
Discretize mathematical models, as well as discretize initial conditions and boundary conditions. 2).
Performing stability analysis of numerical solutions to determine the terms of solution stability and conducting
consistency analysis as a condition of the convergence of the obtained numerical solutions. 3). Simulate
numerical solutions and perform graph interpretations. The results show that the numerical solution of the
mathematical model of string vibration on stringed instruments is unconditionally stable and has an error
order (Ax?, At3).

Keywords: String Vibration stringed instrument; Numerical Simulate; String Deviation; Implicit Method;
Backward Time Central Space; u(x; t) Solution

PENDAHULUAN

Fokus penelitian ini adalah melakukan interpretasi model matematika vibrasi dawai pada
alat musik petik pada penelitian Kusumastuti pada tahun 2017 [1]. Interpretasi model bertujuan
untuk melihat seberapa realistis model matematika yang telah dikonstruksi terhadap kondisi riil nya
[2]. Salah satu cara adalah dengan menggunakan interpretasi dari plot grafik solusi numerik model
matematika vibrasi dawai pada alat musik petik yang dimaksud [3]. Simulasi ini dilakukan dengan
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mempertimbangkan hasil grafik model dengan analisis kestabilan [4]. Solusi numerik pada
penelitian ini menggunakan metode Backward Time Central Space (BTCS). Penelitian sebelumnya
telah dilakukan oleh Agus Purwanto pada tahun 2006, yaitu analisis sinyal suara yang dihasilkan
oleh alat musik gitar semi-akustik [5]. Dalam penelitian ini, untuk mendapatkan komponen-
komponen penyusun sinyal suara seperti amplitudo, rasio amplitudo, frekuensi fundamental dan
frekuensi harmonik, serta memperoleh spektrum sinyal suara, digunakan program SOUND FORGE
sebagai alat perekam suara yang dihasilkan dawai gitar yang dipetik, seperti yang dilakukan Gulla
[6]. Data suara hasil perekaman tersebut kemudian dianalisis dengan menerapkan FFT. Setelah
menambahkan faktor peredam pada model sinyal suara yang telah dikonstruksi berdasarkan
komponen-komponen yang telah didapatkan, diperoleh hasil suara hampir sama dengan suara asli
dari gitar yang dipetik.

Penelitian sebelumnya mengenai vibrasi dawai alat musik petik juga pernah dilakukan oleh
Kusumastuti, dkk pada tahun 2017 yang meneliti mengenai konstruksi model matematika vibrasi
dawai pada alat musik tradisional Sasando. Proses dalam konstruksi model matematika vibrasi
dawai Sasando ini memanfaatkan persamaan Lagrange, dan berbentuk persamaan diferensial
parsial orde dua sebagai berikut:

0%u <1 5 CZ) 0%u ou

a2 \2¢ i )gm Thag =0 (1)

Model tersebut kemudian dicari solusinya secara analitik [7] dan secara numerik [8]. Analisis
solusi numerik dilakukan dengan metode Central Time Central Space (CTCS) dihasilkan bahwa solusi
stabil tetapi dengan syarat At < 0,1.

Berdasarkan penelitian terdahulu tersebut, penelitian ini dimaksudkan untuk melakukan
analisis numerik menggunakan metode Backward Time Central Space (BTCS) untuk memperbaiki
performa Central Time Central Space (CTCS) dari penelitian sebelumnya. Manfaat dari penelitian ini
yaitu untuk memprediksi besar simpangan maksimal yang diberikan pada dawai alat musik petik
sehingga diperoleh nada tanpa noise akibat vibrasi tanpa osilasi yang besar.

METODE

Langkah-langkah penelitian
Adapun langkah-langkah yang digunakan dalam penelitian ini adalah sebagai berikut:
1. Analisis model matematika vibrasi dawai pada alat musik petik menggunakan metode implisit
[9], meliputi:
a) Melakukan diskritisasi model matematika vibrasi dawai pada alat musik petik dengan
metode Backward Time Central Space (BTCS).
b)  Membentuk diagram stensil skema numerik BTCS dari model vibrasi dawai pada alat

musik petik.
c) Melakukan diskritisasi kondisi awal serta kondisi batas dengan metode Backward Time
Central Space (BTCS).
2. Analisis kestabilan dan analisis orde error metode implisit dari model matematika vibrasi

dawai pada alat musik petik [10], meliputi:

a) Menganalisis kestabilan dari metode Backward Time Central Space (BTCS) untuk gerak
dawai pada alat musik petik menggunakan metode von Neumann.

b)  Menentukan analisis orde error dari metode Backward Time Central Space (BTCS)
dengan menentukan nilai limit dari metode Backward Time Central Space (BTCS) ketika
At - 0.

) Melakukan verifikasi kestabilan metode Backward Time Central Space (BTCS)
menggunakan At dan Ax dari poin 2b).
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d) Melakukan verifikasi analisis orde error dari metode Backward Time Central Space
(BTCS) dengan menentukan nilai limit dari metode Backward Time Central Space (BTCS)
ketika At — 0.

HASIL DAN PEMBAHASAN

1. Model Diskrit Vibrasi Dawai pada Alat Musik Petik
Berdasarkan model (1) pada penelitian Kusumastuti,dkk (2017) dengan:
Dengan kondisi awal sebagai berikut:

u(x,0) = f(x) untuk setiap 0<x<l

%(x, 0)=0 untuk setiap 0<x<l
Dan kondisi batas sebagai berikut:

u(0,t) =0 untuk setiap t>0

u(l,t) =0 untuk setiap t>0

akan di diskritisasi dengan menggunakan metode Backward Time Central Space dan model diskrit
tersebut akan dilakukan analisis kestabilan dengan menggunakan kestabilan von-Neumann [11].
Sistem persamaan (1) di diskritisasi menggunakan metode Backward Time Central Space
sebagai berikut[12]:
o%u uf —2ul Tt +uf?
otz At?

0%u  uiy —2ui tuty
0x2 Ax? (2)

n_ ,n-1
au _ u]' u]

at At

Sehingga diperoleh hasil diskritisasi sebagai berikut:
ntl 21Ax?% + kqlAx?At n
Y T \IaxZ + cPIA + 4c?A? + kgldx?At) "

[Ax? et
[Ax? + c2lAt? + 4c2At? + kylAx2At )
N c?lAt? + 4c?At? 1 (3)
21Ax2 + 2c2IAt? + 8c2At? + 2kylAx2At ) T*T
N c2IAt? + 4c?At?
21Ax? + 2c?IAt? + 8c?At? + 2k lAx% At

n+1
u]_l

Kelompokkan waktu n+ 1 di ruas kiri sedangkan waktu n dan n—1 di ruas kanan.
Sehingga menjadi:
n+1 c2lAt2+4c2At? n+1 c2lAt2+4c?At? n+1 _
/ _(21Ax2+2621At2+8€2At2+2deAx2At) Jj+1 _(21Ax2+262lAt2+862At2+2kdle2At) j-1 —
21Ax? +kglAx?At n 1Ax? n—1
(lez+czlAt2+4czAt2+kdle2At) U= (leZ+c21At2+4-c2At2+kdle2At) Uj

U;

Misalkan
c2IAt? +4c?At? _
(Zlez+ZczlAt2+8c2At2+2kdle2At) =a
21Ax2+kglAx?At
(lez+c2 IAt? +4c2At2+deAx2At)

( 1Ax? ) —c
IAX2+Cc2IAt2+4c2At2+kglAx2At)
Sehingga persamaan tersebut menjadi
n+1 n+1 n+1l _ n __ n-1
uw' = (@uyy — @yt = (by — (O (4)
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Diagram stensil dari skema numerik pada persamaan (4) dengan metode implisit BTCS adalah
sebagai berikut:

n-1
J

Gambar 1 Diagram Stensil BTCS

Nilai yang sudah diketahui sebelumnya digunakan untuk mencari nilai yang belum
diketahui. Kemudian substitusi syarat awal dan syarat batas untuk mencari nilai u yang belum
diketahui, [13] sehingga diperoleh nilai-nilai parameter sebagai berikut:

Untuk j = 1 diperoleh:

Wt = (@uitf — (@ui* = ) — (O™
ui — (@u; — (@ug = D} — (uz?
Namun terdapat masalah baru yaitu nilai (a)u merupakan nilai yang sudah diketahui pada batas
kiri, dan (b)u?, (c)uj?! juga merupakan nilai yang sudah diketahui pada kondisi awal, maka hasil
iterasi pada persamaan tersebut menjadi:
ui — (@uz = g — (uit + (@ug
ui — (@uz = (b - )uf + (Aug
Untuk j = 2 diperoleh:
u; — (@uz — (@ui = Duz — (Juz’
u; — (@u3 — (@ui = (b - w3
Untuk j = 3 diperoleh:
uz — (@ug — (@ug = (bug — (AJuz’
uz — (@ug — (@uz = (b -3
Untuk j = 4 diperoleh:
ui — (@us — (@usz = (b)ug — (uz?
uj — (@us — (@ui = (b—Jug
Untuk j = 5 diperoleh:
us — (@ug — (@ug = (b)ug — (Jus’
us — (@ug — (@ug = (b - Jug
Untuk j = N, diperoleh:
uprt = (@uiiis — (@uiil = Wug, — (Ouy?
uzr\ﬁ;rl - (a)u%jil - (a)u%j_ll = (b —cJuy,

Persamaan-persamaan tersebut diubah ke dalam bentuk perkalian matriks, sehingga
menjadi:

AX =B
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_uzrxlix+1_
(b = cuf + (a)ug]
(b - uy
(b —cu3
B = (b —c)ul
(b —c)ug

(b — o,

Kedua ruas matriks di atas dikalikan dengan A~1, sehingga menjadi

(A"l A)X=A"1B

Karena A=A = 1, maka nilai matrik X dapat dicari dengan menggunakan persamaan

berikut ini:
X=A"'B

Dalam menyelesaikan persamaan tersebut, maka digunakan bantuan software OCTAVE

untuk memudahkan perhitungannya.

2.  Simulasi dan interpretasi grafik

Simulasi grafik untuk solusi numerik pada persamaan (3) dilakukan dengan menggunakan
software OCTAVE. Diambil At = 0.1, sehingga menghasilkan output grafik yaitu:

Grafik Vibrasi dengan Metode BTCS

Gambar 2 Hasil Simulasi Model Matematika Vibrasi Dawai pada Alat Musik Petik
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Gambar 2 menunjukkan hasil simulasi untuk solusi u(x,t) yang menggambarkan pergerakan
simpangan dawai pada alat musik petik yang berubah terhadap nilai x dan waktu t pada interval x =
{x|0 < x < 0.64} dan t = {t|0 <t < 0,7}. Terlihat semakin lama, pergerakan solusi u(x,t) menuju
posisi semula (0,0). Tampilan grafik selanjutnya sebagai berikut

1

05

051

1 . .
0 0.1 02 0.3 0.4 0.5 0.6
X

Gambar 3 Grafik Simpangan Dawai u(x, t)

Gambar 3 menunjukkan hasil simulasi untuk solusi u(x,t) yang menggambarkan pergerakan
simpangan dawai Sasando yang berubah terhadap nilai x pada interval x = {x|0 < x < 0.64}.
Terlihat terjadi gerak bolak balik atau gerak osilasi yang disertai dengan perubahan pergerakan
simpangan dawai u(x, t) yang semakin kecil menuju titik (0,0).

Dari kedua hasil simulasi ini, dapat kita simpulkan perilaku gerak dawai pada alat musik petik
semakin lama bergerak kembali ke keadaan semula yakni pada posisi semula dawai. Hal ini sesuai
dengan keadaan riil untuk gerak dawai pada alat musik petik dalam dunia nyata yakni gerak dawai
tidak berlangsung selama-lamanya artinya dapat berhenti pada suatu waktu tertentu. Sehingga
dapat dikatakan metode BTCS dalam penyelesaian model matematika vibrasi dawai pada alat musik
petik yang diperoleh sudah bersifat reliable dan model yang telah dikonstruksi pada penelitian
sebelumnya sudah valid.

3.1 Analisis Keabsahan Solusi Metode Implisit

3.1.1 Analisis Kestabilan Metode Implisit BTCS
Langkah selanjutnya yaitu melakukan analisis kestabilan. Hal ini bertujuan untuk
mengetahui metode BTCS stabil atau tidak stabil [14]. Dalam penelitian ini akan dilakukan analisis

kestabilan von Neumann dengan cara menyubstitusikan u}l = A"eh vi =+/—1 [15] pada
persamaan beda (3), sehingga diperoleh

An“'leikjh _ ( 21Ax?+kglAx? At ) neikjh _ ( 1Ax? )An—lel’kjh n
IAx2+ c2IAt2+4c2At2+kglAx2At [AX2+C2IAt2+4Cc2At2 +kglAx2 At
( c?IAt? +4c?At? )ﬂ.n+1€ik(j+1)h + ( c2IAt? +4c?At? )ln+1€ik(j_1)h
21Ax2+2c2IAt2+8c2At%+2kglAx2 At 21Ax2+2c2IAt2+8¢2At%+2kglAx2 At

Agar lebih sederhana, persamaan tersebut dibagi dengan A"e*/", sehingga diperoleh

1= ( 21Ax? +kqlAx?At ) _ ( lAx? )/1_1 n
IAX2+C2IAt2+4Cc2At2+kglAx2At [AX2+C2IAt2+4Cc2At2+kglAx2 At
c2IAt? +4c?At? ikh c?1At? +4c?At? —ikh
(21Ax2+2c21At2+862At2+2kdle2At) € (21Ax2+262lAt2+862At2+2kdle2At)

Karena e?*" = coskh + i sin kh dan e %" = cos kh — i sin kh, maka

1= ( 21Ax? +kqlAx?At ) ( lAx? )/1_1 n
T \IAX2+c2IAt2 +4c2 A2 +kglAx2 AL 1AX2+C2IAt2 +4c2At2 +kglAx2At
c?lAt? +4c?At? ) c?lAt? +4c?At?
A(coskh +isinkh +( )/1 coskh —
(21Ax2+2621At2+862At2+2kdle2At ( ) 21AX2%+2c21At2+8¢c2At2+2k4lAx2 At (
isinkh)
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1= ( 21Ax%+kglAx?At ) ( 1Ax? )A‘l n
T \IAX2+c21At2 +4c2 A2 +k gl Ax2 At IAX2+C2IAt2+4Cc2At2+kglAx2 At
( CTLALT tacT AL ) (Acoskh + Aisinkh + Acoskh — Aisinkh)
21Ax2+2c21At2+8C2At2+2kglAx2 At

Sehingga diperoleh
(IAx? + c?1At? + 4c?At? + kg lAx?At — c?1At? cos kh — 4c?At? cos kh)A? — (21Ax? +
kg lAx2A)A + (1Ax?) =0

akar-akar persamaan dari persamaan tersebut adalah

—b +Vb? — 4ac <1
12 2a -
P (21Ax2+kglAx? At)
12 7 aax2+ +C21IAt2+4c2At?2+kglAx2At—c?IAt? cos kh+4c?At? coskh) —
J@IAX2+kglAx2At)2—4(1Ax2+C2IAt2+4c2ZAt2 +kglAx2At—c2IAt2 cos kh—4c2At2 cos kh)(leZ) <1 (5)

2(1Ax2+Cc21At2+4c2At2+kglAx2At—c21At2 cos kh+4c2At2 cos kh)

Terlihat bahwa persamaan (4) mengandung cos kh, selanjutnya diambil titik diskritnya yaitu
cos kh = —1, coskh = 0, cos kh = 1 sehingga dapat diuraikan sebagai berikut:

Saatcoskh = —1, diperoleh

| = 2(21Ax% +k glAx?At)’ ~(41Ax2 +8C2IAL2 +32¢2At? +4kdle2At)(le2) <1
1 (21AX2+4c2IAt2+1602At2 +2k gIAXZAL)2

Saatcoskh = 0, dlperoleh

| = 2(210x% +k gLAx?AL) " ~(41Ax% +4c2IAL2 +16c2 At +4k gLAx2At) (1Ax?) <1
= (21Ax2+2¢2IAt2+8¢2At2 +kglAXZAL)?

Saatcoskh =1, dlperoleh
| = 2(21Ax% +k glAx?At )"~ (41Ax? +4kdle2At)(le2)
1 (21Ax2+2kglAx2At2)2
Saat cos kh = —1, diperoleh
1

Aol = |- |
|12 21AX2 +4c2IAt2+16c2At2 +2kglAx2At] =
Saat cos kh = 0, diperoleh

1

<1

Aol = |- |
|12 21AX2+2c2IAt2+8c2At2 +kglAx2At] =
Saat cos kh = 1, diperoleh
1
= |— < 1
|42 21Ax2+2kglAx2Ae2| =

Berdasarkan penguraian analisis kestabilan tersebut, jelas bahwa pembilang pada
persamaan baik saat coskh = —1, coskh = 0 dan coskh = 1 lebih kecil daripada penyebutnya,
sehingga kesimpulan yang dapat diambil yaitu |1,| dan |1,| < 1 selalu stabil tanpa syarat. Artinya
skema BTCS akan tetap stabil untuk sembarang nilai parameter yang digunakan.

3.1.2 Analisis Konsistensi
Analisis konsistensi metode beda hingga implisit skema BTCS dapat dicari dengan
menerapkan ekspansi deret Taylor yang disubstitusikan ke dalam persamaan beda (3). Penerapan
ekspansi deret Taylor pada persamaan beda (3) adalah sebagai berikut:

n+l _ . n n 1,2 n 1,3 n, ..
up = +Atut|j+2At utt|j+6At um|j+

n-1_ ,n _ n, 1,2 n_1,.3 n_
u = Atut|j+2Atutt|j 6Atum|j
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1
ult = ul' + Axu, |7 + At u; |;l + EAxZ Uy

1 1
;.l + AxAt Uy, ;‘ + EAtZ Upe |;‘ + gAx3 Usxx

n
S+
j
3 Ax2Atu |”+§AxAt2u |n+lAt3u |n

6 xxt j 6 xtt j 6 ttt ]

n+l _ .n n n 1, 2 n n, 1,2 n_1,3 n
Wiy = Ui — Axuy |j + At u, |]. +5Ax Uy |]. — AxAt Uy |j +5At Ut |j —gAx Uxxx | +
3 2 n 3 2 n 1 3 n
Perhitungan dilakukan pada persamaan (3) dengan cara menyederhanakan u; ultt dan u”+1 terlebih
dahulu, Kemudian persamaan yang didapat disubstitusikan ke dalam persamaan (3), sehmgga
n n, 1,,2 n, 1,3 n . 21Ax?+kglAx?At n
U; Atu|. -At“u | =At°u | )—( U;
( j T t]j 12 te|j T3 eee [+ IAX2+C2IAt2+4C2At2 +kglAx2AL) T
( Lo )(un—Atu |”+1At2u |"—1At3u |"—~-~) +
1AX2 +Cc2IAt2 +4c2At2 +kglAx2At) \ 7T tlj "2 ttlj 6 tee | j
( c2IAt? +4c?At?
21Ax2+2c2IAt2+8c2At%+2kglAx2 At

1 n
“At3u | )
3 tet | j

) (Zu}1 + 2At u, |7 + Ax? uy, |7 + At? uy, |7 + AXZ AL Upy |;‘ o+

21Ax%+kglAx?At )
le2+c21At2 +4c2At2+kglAx2At

( ul' +
lAx n n
u; —Atu | Atu Atu | )—
(le2+c2lAt2+4c2At2+kdle2At)( J ]y t3 tt ] tee |
1
3

1As2 14a:3
un+Atut|7+5At utt|;l+gAt uttt|7jl+"')_( j

]

CPLACE +acTAL? ) (Zu” +2Atu |” +Ax2u |” +At2 u |” + Ax2At u |” +
21Ax2+2c2IAt2+8¢2At2 +2k glAx2 AL 7 t]j xx | j tfj xxt | j
At3 uttt |711 + "') = 0

Menjadi
Ut ( 21Ax%+kglAx?At )u” n ( 1Ax? )u"
J IAx2+c2IAt2+4c2At2+kglAx2At) 7T IAx2+c2lAt2+4c2At2+kglax2At) T
c2lAt?+4c?At? n 1Ax?
2u; +up — Uy
21Ax2+2c21At2+8C2At%+2kglAx2 At 1AX2+c21At2+4c2At2 +kglAx2 At

c2lAt? +4c?At? 1Ax? 1

Zut|nAt+ utt+( )_utt_
21Ax2+2c21At2+8C2At2+2kglAx2 At IAX2+Cc2IAt2+4Cc2At2 +kglAx2At) 2

21Ax2+2c?IAt2+8c2At%+2kglAx2 At 21Ax2+2c2lAt2+802At2+2kdle2At
c?lAt?+4c?At? 1Ax? 1
21Ax2+2c2IAt2 +8c2At2 + 2k glAx2 At )Eum B
c2lAt2 +4c?At?
21Ax2+2c21At2+8c2At%+2kglAx2 At

n 2
u | Ax At+ U (
xxt EEE \JAx2+c2IAL2+4C2At2+hglAx2AL

(

( C2IAL2 4 4C2AE2 ) c?IAt?+4c?At? noa.2
( ) U | — ( ) Usex |j Ax
( )

( )

1
;uttt | At = 0

u" ( 21Ax% +kglAx?At )un ( 1Ax? )u"
IAX2+c2lAt2+4c2At2+kglox2At) T IAx2+c2lAt2+4c2At2+kglAx2At) T

2¢21At2+8c2At? )un+u ( 1Ax? )u
21Ax2+2c2IAt2+8¢2At2+2k glAx2At) T t \lAx2+c2IAt2+4c2At2+kglAx2At) ¢

2¢21At% +8c%At?
21Ax2+2c21At2+8c2At2+2k glAx2 At

)ut |;.‘At+%utt +

1Ax? 1 c?IAt? +4c?At? N a2
10x? +c21At2+4c2At2+kdzAx2At) ee (21Ax2+262lAt2+862At2+2kdle2At) Ut |j At = (6)
" Ax? —
21Ax? +2€21At2+8c2At2+2kdle2At J

c2lIAt?+4c2At? ) N2 1
u CAXCAE + Uy —
21Ax2+2c2IAt2+8¢2At2 +2k glAx2At) ~ XXt | 6 Lttt

1Ax? )1 ( c?lAt? +4c?At? ) | At3
IAX2+c2IAt2+4c2At2+kglAx2At) 6 U0 \21Ax2+2¢21At2+8c2At2+2kglAx2At) 3 Uree

(

(

( 2742

( c?lAt?+4c?At )uxx
(

;
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Agar lebih sederhana, persamaan (6) dikalikan dengan 21Ax? + 2c2lAt? + 8¢?At? + 2k lAx? At
sehingga menjadi:

(21Ax? + 2c 1A% + 8c?At? + 2kqIAX*At)u]' — (41Ax? + 2kqlAx*At)ul + 2IAx*)uft — (2c*1At? +
8c?At?)ult + (21Ax? + 2¢?IAt? + 8 At? + 2kqlAx*At)u, — (21Ax*)u, — (2c* 1AL +

8c2At?)u, |;?At + (21Ax? + 2c?IAt? + 8c?At? + 2kdle2At)§utt + (ZIAxZ)%utt — (c?lat? +
4c2At?)uy, |§?At2 — (CPIA? + 4¢P At? YUy [ Ax% — (CPIAL? + 4C2AL2) Upy |’}Ax2At + (21Ax? +
22 1AL + 82 AL? + 2kegAx?AL) 2upyy — (2UAX?) Z1yy — (CPIAL? + 4C2AtD) Uy, |;.’At3 =0

(21Ax? + 2c?IAt? + 8¢?At? + 2kylAx%At)u, — (2IAx?)u, — (2¢?1At? +

82At2)u, [T At + (2UAx? + 2c2UAL? + BCAL? + 2kl Ax?AL) S uy, +

(218x%) Suy — (CPIAL? + 4c2At2ug [T A2 — (CPIAL? + 42 AtD)uy, |’;Ax2 - G
(c?IAt? + 4¢?At?) Uy ’J.‘AxZAt + (2IAx?% + 2c?IAt? + 8c?At? +

2k gLAX?AE) <ty — (21AX?) Sty — (CPIAL? + 42 A2 T, [ A3 = 0

Error pemotongan yang telah ditemukan persamaan (7) memiliki orde (Ax?, At®) dan error
pemotongan pertama dari persamaan (7) yaitu:

(C2IAL? + Ac2At?) Uy |’J?Ax2At + (21Ax2 + 2c2IAL? + B2AL? + 2kegLAXAL) S Uy, —
(218%) 21y, — (CPLAL? + 4c2At?) Tu | AL = 0 (3.23)

Dikatakan konsisten jika persamaan tersebut memenuhi kondisi:

(Atlirr; O(czlAt2 + 4C2At?) Uyys |?Ax2At + (21Ax? + 2¢?1At? + 8c?At? + delezAt)%uttt —
Ax)—

(21827) Sty — (CPUAL? + 4c2At2) Sue, [T A% = 0

Jumlah limit dari persamaan tersebut akan semakin kecil jika Ax? dan At3 memiliki nilai sangat kecil,
karena berapa pun u;;; dan u,,; jika dikalikan dengan nilai At3 dan Ax yang sangat kecil, maka
nilainya pun juga kecil, sehingga error pemotongan akan semakin mendekati nol. Untuk memperjelas
keterangan di atas, dapat dilihat pada tabel berikut ini

Tabel 1 Nilai Error untuk u(x,t) pada t € [0,7] dan x € [0,0.64] dengan Ax = 0 dan At = 0.1
Ax Waktu (t)
5.5 5.7 5.9 6.1 6.3 6.5
0.01 0.0059 0.0039 0.0075  0.00096 0.0060 0.0044
0.05 0.0293 0.0194 0.0372  0.00478 0.0300 0.0219
0.1 0.0568 0.0377 0.0722 0.0093 0.0582  0.0424

Perhitungan error ini dikerjakan dengan formula |u]” - u}‘_1|, di mana nilai u]” adalah nilai

u(x,t) yang ditampilkan pada iterasi skema BTCS untuk suatu Ax dan u}"l adalah nilai yang

ditampilkan oleh OCTAVE untuk suatu Ax. Selisih nilai |u]" — u]n'1| ditampilkan di setiap titik diskrit

x pada interval waktu t € [0,0.7]. Selanjutnya untuk Ax € [0.01,0.1] maka dapat dihitung bahwa
2
nilai (w) = 0.04 ekuivalen dengan (%) , hal ini menunjukkan bahwa prosedur iterasi dengan
0.0293 0.05

skema BTCS memenubhi kriteria Ax?

Selanjutnya untuk analisis orde error pada suatu At pada t € [0,0.7] merujuk pada tabel
berikut:
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Tabel 2 Nilai Error untuk u(x,t) pada t € [0,7] dan x € [0,0.64] dengan At = 0 dan Ax = 0.05
Spasial (x)

At 5.5 5.7 5.9 6.1 6.3 6.5
005 00047 00035 00013 _ 00035 00012  0.0020
0.1 0.0091 00069  0.0026  0.0068 00022  0.0037
0.2 00157 00118  0.0044 00117 00040  0.0063

Perhitungan error ini dikerjakan dengan formula |u]" -

u(x,t) yang ditampilkan pada iterasi skema BTCS untuk suatu At dan u]’?_1 adalah nilai yang
ditampilkan oleh OCTAVE untuk suatu At. Selanjutnya selisih nilai |an — u}l_1| ditampilkan di setiap

titik diskrit x pada interval waktu t € [0,0.7]. Selanjutnya untuk At € [0.05, 0.2] maka dapat dihitung

3 3
bahwa nilai (ggg:;) = 0.125 ekuivalen dengan (%) hal ini menunjukkan bahwa prosedur iterasi

dengan skema BTCS memenubhi kriteria At3.

u}l_1|, di mana nilai u]" adalah nilai

KESIMPULAN

Dari hasil pembahasan pada bab sebelumnya, dapat ditarik kesimpulan yaitu sebagai
berikut:
1. Solusi numerik model matematika vibrasi dawai pada alat musik petik dengan metode implisit
skema Backward Time Central Space (BTCS), diperoleh:

n+1 21Ax2% +kglAx?At n 1Ax? n—1
u = (le2+czlAt2+4czAt2+kdle2At) uj = (le2+czlAt2+4czAt2+kdle2At) uj o
( c2lAt? +4c?At? ) n+1 ( c2lAt? +4c?At? ) n+l _

1AX2+Cc2IAt2 +4c2At2 +kglAx2At) ~ 1 1AX2+c2IAt2 +4c2At2 +kglAx2at) “T—1

2. Analisis kestabilan menunjukkan bahwa solusi numerik model matematika vibrasi dawai pada
alat musik petik dengan metode BTCS stabil tanpa syarat, serta memiliki orde (At3, Ax?) dan
error pemotongan dinyatakan dalam persamaan berikut:

WJim (1AL + 4P ML) | ax?At + (216x? + 2¢21AE + Bc2AL? +
,AX )=
2k gIAXPAL) T thyyy — (21837) St — (CHIAL + 4¢PAE2) Sy, [F A8 = 0
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