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Abstrak  

Penelitian ini dilakukan untuk memperoleh solusi numerik dari model matematika vibrasi dawai pada alat 
musik petik. Model matematika ini merupakan representasi dari fenomena vibrasi dawai pada alat musik petik 
yang dikenai simpangan. Model tersebut dikonstruksi oleh Kusumastuti, dkk (2017) dan berbentuk persamaan 
diferensial parsial orde dua. Metode yang digunakan dalam menyelesaikan penelitian ini adalah metode BTCS 
(Backward Time Central Space). Solusi numerik diperoleh dengan langkah-langkah sebagai berikut, 1). 
Melakukan diskritisasi model matematika, serta mendiskritisasi kondisi awal dan kondisi batas. 2). Melakukan 
analisis kestabilan solusi numerik untuk mengetahui syarat kestabilan solusi dan melakukan analisis 
konsistensi untuk mengetahui kekonvergenan solusi numerik yang diperoleh. 3). Menyimulasikan solusi 
numerik dan melakukan interpretasi grafik. Hasil penelitian menunjukkan bahwa solusi numerik model 
matematika vibrasi dawai pada alat musik petik stabil tanpa syarat dan memiliki orde error  (∆𝑥2, ∆𝑡3). 

Kata Kunci: Vibrasi Dawai Alat Musik Petik; Simulasi Numerik; Simpangan Dawai; Metode Implisit; Backward 
Time Central Space; Solusi 𝑢(𝑥; 𝑡) 

 

Abstract 

This research was conducted to obtain a numerical solution of the mathematical model of string vibration on 
stringed instruments. This mathematical model is a representation of the phenomenon of string vibration on a 
stringed instrument subject to deviation. The model was constructed by Kusumastuti, et al (2017) and is in the 
form of a second-order partial differential equation. The method used in completing this research is the BTCS 
(Backward Time Central Space) method. The numerical solution is obtained by the following steps, 1). 
Discretize mathematical models, as well as discretize initial conditions and boundary conditions. 2). 
Performing stability analysis of numerical solutions to determine the terms of solution stability and conducting 
consistency analysis as a condition of the convergence of the obtained numerical solutions. 3). Simulate 
numerical solutions and perform graph interpretations. The results show that the numerical solution of the 
mathematical model of string vibration on stringed instruments is unconditionally stable and has an error 
order (∆𝑥2, ∆𝑡3). 

Keywords: String Vibration stringed instrument; Numerical Simulate; String Deviation; Implicit Method; 
Backward Time Central Space; 𝑢(𝑥; 𝑡) Solution 

PENDAHULUAN  

Fokus penelitian ini adalah melakukan interpretasi model matematika vibrasi dawai pada 
alat musik petik pada penelitian Kusumastuti pada tahun 2017 [1]. Interpretasi model bertujuan 
untuk melihat seberapa realistis model matematika yang telah dikonstruksi terhadap kondisi riil nya 
[2]. Salah satu cara adalah dengan menggunakan interpretasi dari plot grafik solusi numerik model 
matematika vibrasi dawai pada alat musik petik yang dimaksud [3]. Simulasi ini dilakukan dengan 
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mempertimbangkan hasil grafik model dengan analisis kestabilan [4]. Solusi numerik pada 
penelitian ini menggunakan metode Backward Time Central Space (BTCS). Penelitian sebelumnya 
telah dilakukan oleh Agus Purwanto pada tahun 2006, yaitu analisis sinyal suara yang dihasilkan 
oleh alat musik gitar semi-akustik [5]. Dalam penelitian ini, untuk mendapatkan komponen-
komponen penyusun sinyal suara seperti amplitudo, rasio amplitudo, frekuensi fundamental dan 
frekuensi harmonik, serta memperoleh spektrum sinyal suara, digunakan program SOUND FORGE 
sebagai alat perekam suara yang dihasilkan dawai gitar yang dipetik, seperti yang dilakukan Gulla 
[6]. Data suara hasil perekaman tersebut kemudian dianalisis dengan menerapkan FFT. Setelah 
menambahkan faktor peredam pada model sinyal suara yang telah dikonstruksi berdasarkan 
komponen-komponen yang telah didapatkan, diperoleh hasil suara hampir sama dengan suara asli 
dari gitar yang dipetik. 

Penelitian sebelumnya mengenai vibrasi dawai alat musik petik juga pernah dilakukan oleh 
Kusumastuti, dkk pada tahun 2017 yang meneliti mengenai konstruksi model matematika vibrasi 
dawai pada alat musik tradisional Sasando. Proses dalam konstruksi model matematika vibrasi 
dawai Sasando ini memanfaatkan persamaan Lagrange, dan berbentuk persamaan diferensial 
parsial orde dua sebagai berikut: 

𝜕2𝑢

𝜕𝑡2
− (

1

2
𝑐2 + 2

𝑐2

𝑙
)

𝜕2𝑢

𝜕𝑥2
+ 𝑘𝑑

𝜕𝑢

𝜕𝑡
= 0 (1) 

Model tersebut kemudian dicari solusinya secara analitik [7] dan secara numerik [8]. Analisis 
solusi numerik dilakukan dengan metode Central Time Central Space (CTCS) dihasilkan bahwa solusi 
stabil tetapi dengan syarat ∆𝑡 ≤ 0,1. 

Berdasarkan penelitian terdahulu tersebut, penelitian ini dimaksudkan untuk melakukan 
analisis numerik menggunakan metode Backward Time Central Space (BTCS) untuk memperbaiki 
performa Central Time Central Space (CTCS) dari penelitian sebelumnya. Manfaat dari penelitian ini 
yaitu untuk memprediksi besar simpangan maksimal yang diberikan pada dawai alat musik petik 
sehingga diperoleh nada tanpa noise akibat vibrasi tanpa osilasi yang besar. 
 
 
 
 

METODE  

Langkah-langkah penelitian 
Adapun langkah-langkah yang digunakan dalam penelitian ini adalah sebagai berikut: 

1. Analisis model matematika vibrasi dawai pada alat musik petik menggunakan metode implisit 
[9], meliputi: 
a) Melakukan diskritisasi model matematika vibrasi dawai pada alat musik petik dengan 

metode Backward Time Central Space (BTCS). 
b) Membentuk diagram stensil skema numerik BTCS dari model vibrasi dawai pada alat 

musik petik. 
c) Melakukan diskritisasi kondisi awal serta kondisi batas dengan metode Backward Time 

Central Space (BTCS). 
2. Analisis kestabilan dan analisis orde error metode implisit dari model matematika vibrasi 

dawai pada alat musik petik [10], meliputi: 
a) Menganalisis kestabilan dari metode Backward Time Central Space (BTCS) untuk gerak 

dawai pada alat musik petik menggunakan metode von Neumann. 
b) Menentukan analisis orde error dari metode Backward Time Central Space (BTCS) 

dengan menentukan nilai limit dari metode Backward Time Central Space (BTCS) ketika 
∆𝑡 → 0. 

c) Melakukan verifikasi kestabilan metode Backward Time Central Space (BTCS) 
menggunakan ∆𝑡 dan ∆𝑥 dari poin 2b). 
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d) Melakukan verifikasi analisis orde error dari metode Backward Time Central Space 
(BTCS) dengan menentukan nilai limit dari metode Backward Time Central Space (BTCS) 
ketika ∆𝑡 → 0. 

HASIL DAN PEMBAHASAN 

1. Model Diskrit Vibrasi Dawai pada Alat Musik Petik  
Berdasarkan model (1) pada penelitian Kusumastuti,dkk (2017) dengan: 

Dengan kondisi awal sebagai berikut: 
𝑢(𝑥, 0) = 𝑓(𝑥) untuk setiap  0 < 𝑥 < 𝑙 
𝜕𝑢

𝜕𝑡
(𝑥, 0) = 0  untuk setiap  0 < 𝑥 < 𝑙 

Dan kondisi batas sebagai berikut: 
𝑢(0, 𝑡) = 0  untuk setiap  𝑡 > 0 
𝑢(𝑙, 𝑡) = 0  untuk setiap  𝑡 > 0 

akan di diskritisasi dengan menggunakan metode Backward Time Central Space dan model diskrit 
tersebut akan dilakukan analisis kestabilan dengan menggunakan kestabilan von-Neumann [11]. 

Sistem persamaan (1) di diskritisasi menggunakan metode Backward Time Central Space 
sebagai berikut[12]: 

𝜕2𝑢

𝜕𝑡2
=

𝑢𝑗
𝑛 − 2𝑢𝑗

𝑛−1 + 𝑢𝑗
𝑛−2

∆𝑡2
 

  
𝜕2𝑢

𝜕𝑥2
=

𝑢𝑗+1
𝑛 − 2𝑢𝑗

𝑛 + 𝑢𝑗−1
𝑛

∆𝑥2
 

                            

𝜕𝑢

𝜕𝑡
=

𝑢𝑗
𝑛 − 𝑢𝑗

𝑛−1

∆𝑡
 

  

(2) 

Sehingga diperoleh hasil diskritisasi sebagai berikut: 

𝑢𝑗
𝑛+1 = (

2𝑙∆𝑥2 + 𝑘𝑑𝑙∆𝑥2∆𝑡

𝑙∆𝑥2 + 𝑐2𝑙∆𝑡2 + 4𝑐2∆𝑡2 + 𝑘𝑑𝑙∆𝑥2∆𝑡
)𝑢𝑗

𝑛

− (
𝑙∆𝑥2

𝑙∆𝑥2 + 𝑐2𝑙∆𝑡2 + 4𝑐2∆𝑡2 + 𝑘𝑑𝑙∆𝑥2∆𝑡
)𝑢𝑗

𝑛−1

+ (
𝑐2𝑙∆𝑡2 + 4𝑐2∆𝑡2

2𝑙∆𝑥2 + 2𝑐2𝑙∆𝑡2 + 8𝑐2∆𝑡2 + 2𝑘𝑑𝑙∆𝑥2∆𝑡
)𝑢𝑗+1

𝑛+1

+ (
𝑐2𝑙∆𝑡2 + 4𝑐2∆𝑡2

2𝑙∆𝑥2 + 2𝑐2𝑙∆𝑡2 + 8𝑐2∆𝑡2 + 2𝑘𝑑𝑙∆𝑥2∆𝑡
)𝑢𝑗−1

𝑛+1 

                                                                       

(3) 

Kelompokkan waktu  𝑛 + 1 di ruas kiri sedangkan waktu 𝑛 dan 𝑛 − 1 di ruas kanan. 
Sehingga menjadi: 

𝑢𝑗
𝑛+1 − (

𝑐2𝑙∆𝑡2+4𝑐2∆𝑡2

2𝑙∆𝑥2+2𝑐2𝑙∆𝑡2+8𝑐2∆𝑡2+2𝑘𝑑𝑙∆𝑥2∆𝑡
)𝑢𝑗+1

𝑛+1 − (
𝑐2𝑙∆𝑡2+4𝑐2∆𝑡2

2𝑙∆𝑥2+2𝑐2𝑙∆𝑡2+8𝑐2∆𝑡2+2𝑘𝑑𝑙∆𝑥2∆𝑡
)𝑢𝑗−1

𝑛+1 =

(
2𝑙∆𝑥2+𝑘𝑑𝑙∆𝑥2∆𝑡

𝑙∆𝑥2+𝑐2𝑙∆𝑡2+4𝑐2∆𝑡2+𝑘𝑑𝑙∆𝑥2∆𝑡
)𝑢𝑗

𝑛 − (
𝑙∆𝑥2

𝑙∆𝑥2+𝑐2𝑙∆𝑡2+4𝑐2∆𝑡2+𝑘𝑑𝑙∆𝑥2∆𝑡
) 𝑢𝑗

𝑛−1  

Misalkan 

(
𝑐2𝑙∆𝑡2+4𝑐2∆𝑡2

2𝑙∆𝑥2+2𝑐2𝑙∆𝑡2+8𝑐2∆𝑡2+2𝑘𝑑𝑙∆𝑥2∆𝑡
) = 𝑎  

(
2𝑙∆𝑥2+𝑘𝑑𝑙∆𝑥2∆𝑡

𝑙∆𝑥2+𝑐2𝑙∆𝑡2+4𝑐2∆𝑡2+𝑘𝑑𝑙∆𝑥2∆𝑡
) = 𝑏  

(
𝑙∆𝑥2

𝑙∆𝑥2+𝑐2𝑙∆𝑡2+4𝑐2∆𝑡2+𝑘𝑑𝑙∆𝑥2∆𝑡
) = 𝑐  

Sehingga persamaan tersebut menjadi 
𝑢𝑗

𝑛+1 − (𝑎)𝑢𝑗+1
𝑛+1 − (𝑎)𝑢𝑗−1

𝑛+1  = (𝑏)𝑢𝑗
𝑛 − (𝑐)𝑢𝑗

𝑛−1                                                   (4) 
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Diagram stensil dari skema numerik pada persamaan (4) dengan metode implisit BTCS adalah 
sebagai berikut:  

 
Gambar 1 Diagram Stensil BTCS 

 
Nilai yang sudah diketahui sebelumnya digunakan untuk mencari nilai yang belum 

diketahui. Kemudian substitusi syarat awal dan syarat batas untuk mencari nilai 𝑢 yang belum 
diketahui, [13] sehingga diperoleh nilai-nilai parameter sebagai berikut: 

Untuk 𝑗 = 1 diperoleh: 
𝑢1

0+1 − (𝑎)𝑢1+1
0+1 − (𝑎)𝑢1−1

0+1  = (𝑏)𝑢1
0 − (𝑐)𝑢1

0−1 
𝑢1

1 − (𝑎)𝑢2
1 − (𝑎)𝑢0

1  = (𝑏)𝑢1
0 − (𝑐)𝑢1

−1 
Namun terdapat masalah baru yaitu nilai (𝑎)𝑢0

1 merupakan nilai yang sudah diketahui pada batas 
kiri, dan (𝑏)𝑢1

0 , (𝑐)𝑢1
−1 juga merupakan nilai yang sudah diketahui pada kondisi awal, maka hasil 

iterasi pada persamaan tersebut menjadi: 
𝑢1

1 − (𝑎)𝑢2
1  = (𝑏)𝑢1

0 − (𝑐)𝑢1
−1 + (𝑎)𝑢0

1 
𝑢1

1 − (𝑎)𝑢2
1  = (𝑏 − 𝑐)𝑢1

0 + (𝑎)𝑢0
1 

Untuk 𝑗 = 2 diperoleh: 
𝑢2

1 − (𝑎)𝑢3
1 − (𝑎)𝑢1

1  = (𝑏)𝑢2
0 − (𝑐)𝑢2

−1 
𝑢2

1 − (𝑎)𝑢3
1 − (𝑎)𝑢1

1  = (𝑏 − 𝑐)𝑢2
0 

Untuk 𝑗 = 3 diperoleh: 
𝑢3

1 − (𝑎)𝑢4
1 − (𝑎)𝑢2

1  = (𝑏)𝑢3
0 − (𝑐)𝑢3

−1 
𝑢3

1 − (𝑎)𝑢4
1 − (𝑎)𝑢2

1  = (𝑏 − 𝑐)𝑢3
0 

Untuk 𝑗 = 4 diperoleh: 
𝑢4

1 − (𝑎)𝑢5
1 − (𝑎)𝑢3

1  = (𝑏)𝑢4
0 − (𝑐)𝑢4

−1 
𝑢4

1 − (𝑎)𝑢5
1 − (𝑎)𝑢3

1  = (𝑏 − 𝑐)𝑢4
0 

Untuk 𝑗 = 5 diperoleh: 
𝑢5

1 − (𝑎)𝑢6
1 − (𝑎)𝑢4

1  = (𝑏)𝑢5
0 − (𝑐)𝑢5

−1 
𝑢5

1 − (𝑎)𝑢6
1 − (𝑎)𝑢4

1  = (𝑏 − 𝑐)𝑢5
0 

Untuk 𝑗 = 𝑁𝑥 diperoleh: 
𝑢𝑁𝑥

𝑛+1 − (𝑎)𝑢𝑁𝑥+1
𝑛+1 − (𝑎)𝑢𝑁𝑥−1

𝑛+1  = (𝑏)𝑢𝑁𝑥

𝑛 − (𝑐)𝑢𝑁𝑥

𝑛−1 

𝑢𝑁𝑥

𝑛+1 − (𝑎)𝑢𝑁𝑥+1
𝑛+1 − (𝑎)𝑢𝑁𝑥−1

𝑛+1  = (𝑏 − 𝑐)𝑢𝑁𝑥

𝑛  

Persamaan-persamaan tersebut diubah ke dalam bentuk perkalian matriks, sehingga 
menjadi: 

𝑨𝑿 = 𝑩 
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𝐗 =

[
 
 
 
 
 
 
 

𝑢1
1

𝑢2
1

𝑢3
1

𝑢4
1

𝑢5
1

⋮
𝑢𝑁𝑥+1

𝑛
]
 
 
 
 
 
 
 

  

𝑩 =

[
 
 
 
 
 
 
 
(𝑏 − 𝑐)𝑢1

0 + (𝑎)𝑢0
1

(𝑏 − 𝑐)𝑢2
0

(𝑏 − 𝑐)𝑢3
0

(𝑏 − 𝑐)𝑢4
0

(𝑏 − 𝑐)𝑢5
0

⋮
(𝑏 − 𝑐)𝑢𝑁𝑥

0
]
 
 
 
 
 
 
 

 

Kedua ruas matriks di atas dikalikan dengan 𝐴−1, sehingga menjadi 
(𝑨−𝟏𝑨)𝑿 = 𝑨−𝟏𝑩 

Karena 𝑨−𝟏𝑨 = 𝟏, maka nilai matrik 𝑋 dapat dicari dengan menggunakan persamaan 
berikut ini: 

𝑿 = 𝑨−𝟏𝑩 
Dalam menyelesaikan persamaan tersebut, maka digunakan bantuan software OCTAVE 

untuk memudahkan perhitungannya. 
 
2. Simulasi dan interpretasi grafik 

Simulasi grafik untuk solusi numerik pada persamaan (3) dilakukan dengan menggunakan 
software OCTAVE. Diambil ∆𝑡 = 0.1, sehingga menghasilkan output grafik yaitu: 

 

 
Gambar 2 Hasil Simulasi Model Matematika Vibrasi Dawai pada Alat Musik Petik 
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Gambar 2 menunjukkan hasil simulasi untuk solusi 𝑢(𝑥, 𝑡) yang menggambarkan pergerakan 
simpangan dawai pada alat musik petik yang berubah terhadap nilai 𝑥 dan waktu 𝑡 pada interval 𝑥 =
{𝑥|0 ≤ 𝑥 ≤ 0.64} dan 𝑡 = {𝑡|0 ≤ 𝑡 ≤ 0,7}. Terlihat semakin lama, pergerakan solusi 𝑢(𝑥, 𝑡) menuju 
posisi semula (0,0). Tampilan grafik selanjutnya sebagai berikut 

 
Gambar 3 Grafik Simpangan Dawai 𝑢(𝑥, 𝑡) 

Gambar 3 menunjukkan hasil simulasi untuk solusi 𝑢(𝑥, 𝑡) yang menggambarkan pergerakan 
simpangan dawai Sasando yang berubah terhadap nilai 𝑥 pada interval 𝑥 = {𝑥|0 ≤ 𝑥 ≤ 0.64}. 
Terlihat terjadi gerak bolak balik atau gerak osilasi yang disertai dengan perubahan pergerakan 
simpangan dawai 𝑢(𝑥, 𝑡) yang semakin kecil menuju titik (0,0).  
Dari kedua hasil simulasi ini, dapat kita simpulkan perilaku gerak dawai pada alat musik petik 
semakin lama bergerak kembali ke keadaan semula yakni pada posisi semula dawai. Hal ini sesuai 
dengan keadaan riil untuk gerak dawai pada alat musik petik dalam dunia nyata yakni gerak dawai 
tidak berlangsung selama-lamanya artinya dapat berhenti pada suatu waktu tertentu. Sehingga 
dapat dikatakan metode BTCS dalam penyelesaian model matematika vibrasi dawai  pada alat musik 
petik yang diperoleh sudah bersifat reliable dan model yang telah dikonstruksi pada penelitian 
sebelumnya sudah valid. 

3.1 Analisis Keabsahan Solusi Metode Implisit 

3.1.1 Analisis Kestabilan Metode Implisit BTCS 
Langkah selanjutnya yaitu melakukan analisis kestabilan. Hal ini bertujuan untuk 

mengetahui metode BTCS stabil atau tidak stabil [14]. Dalam penelitian ini akan dilakukan analisis 

kestabilan von Neumann dengan cara menyubstitusikan 𝑢𝑗
𝑛 = 𝜆𝑛𝑒𝑖𝑘𝑗ℎ , ∀𝑖 = √−1  [15] pada 

persamaan beda (3), sehingga diperoleh 

𝜆𝑛+1𝑒𝑖𝑘𝑗ℎ = (
2𝑙∆𝑥2+𝑘𝑑𝑙∆𝑥2∆𝑡

𝑙∆𝑥2+  𝑐2𝑙∆𝑡2+4𝑐2∆𝑡2+𝑘𝑑𝑙∆𝑥2∆𝑡
) 𝜆𝑛𝑒𝑖𝑘𝑗ℎ  −  (

𝑙∆𝑥2

𝑙∆𝑥2+𝑐2𝑙∆𝑡2+4𝑐2∆𝑡2+𝑘𝑑𝑙∆𝑥2∆𝑡
) 𝜆𝑛−1𝑒𝑖𝑘𝑗ℎ +

(
𝑐2𝑙∆𝑡2+4𝑐2∆𝑡2

2𝑙∆𝑥2+2𝑐2𝑙∆𝑡2+8𝑐2∆𝑡2+2𝑘𝑑𝑙∆𝑥2∆𝑡
) 𝜆𝑛+1𝑒𝑖𝑘(𝑗+1)ℎ + (

𝑐2𝑙∆𝑡2+4𝑐2∆𝑡2

2𝑙∆𝑥2+2𝑐2𝑙∆𝑡2+8𝑐2∆𝑡2+2𝑘𝑑𝑙∆𝑥2∆𝑡
) 𝜆𝑛+1𝑒𝑖𝑘(𝑗−1)ℎ  

 
Agar lebih sederhana, persamaan tersebut dibagi dengan 𝜆𝑛𝑒𝑖𝑘𝑗ℎ, sehingga diperoleh 

𝜆 = (
2𝑙∆𝑥2+𝑘𝑑𝑙∆𝑥2∆𝑡

𝑙∆𝑥2+𝑐2𝑙∆𝑡2+4𝑐2∆𝑡2+𝑘𝑑𝑙∆𝑥2∆𝑡
) − (

𝑙∆𝑥2

𝑙∆𝑥2+𝑐2𝑙∆𝑡2+4𝑐2∆𝑡2+𝑘𝑑𝑙∆𝑥2∆𝑡
) 𝜆−1 +

(
𝑐2𝑙∆𝑡2+4𝑐2∆𝑡2

2𝑙∆𝑥2+2𝑐2𝑙∆𝑡2+8𝑐2∆𝑡2+2𝑘𝑑𝑙∆𝑥2∆𝑡
) 𝜆𝑒𝑖𝑘ℎ + (

𝑐2𝑙∆𝑡2+4𝑐2∆𝑡2

2𝑙∆𝑥2+2𝑐2𝑙∆𝑡2+8𝑐2∆𝑡2+2𝑘𝑑𝑙∆𝑥2∆𝑡
) 𝜆𝑒−𝑖𝑘ℎ  

 
Karena 𝑒𝑖𝑘ℎ = cos𝑘ℎ + 𝑖 sin𝑘ℎ dan 𝑒−𝑖𝑘ℎ = cos 𝑘ℎ − 𝑖 sin 𝑘ℎ, maka 

𝜆 = (
2𝑙∆𝑥2+𝑘𝑑𝑙∆𝑥2∆𝑡

𝑙∆𝑥2+𝑐2𝑙∆𝑡2+4𝑐2∆𝑡2+𝑘𝑑𝑙∆𝑥2∆𝑡
) − (

𝑙∆𝑥2

𝑙∆𝑥2+𝑐2𝑙∆𝑡2+4𝑐2∆𝑡2+𝑘𝑑𝑙∆𝑥2∆𝑡
) 𝜆−1 +

(
𝑐2𝑙∆𝑡2+4𝑐2∆𝑡2

2𝑙∆𝑥2+2𝑐2𝑙∆𝑡2+8𝑐2∆𝑡2+2𝑘𝑑𝑙∆𝑥2∆𝑡
) 𝜆 (cos𝑘ℎ + 𝑖 sin𝑘ℎ) + (

𝑐2𝑙∆𝑡2+4𝑐2∆𝑡2

2𝑙∆𝑥2+2𝑐2𝑙∆𝑡2+8𝑐2∆𝑡2+2𝑘𝑑𝑙∆𝑥2∆𝑡
) 𝜆 (cos 𝑘ℎ −

𝑖 sin 𝑘ℎ)  
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𝜆 = (
2𝑙∆𝑥2+𝑘𝑑𝑙∆𝑥2∆𝑡

𝑙∆𝑥2+𝑐2𝑙∆𝑡2+4𝑐2∆𝑡2+𝑘𝑑𝑙∆𝑥2∆𝑡
) − (

𝑙∆𝑥2

𝑙∆𝑥2+𝑐2𝑙∆𝑡2+4𝑐2∆𝑡2+𝑘𝑑𝑙∆𝑥2∆𝑡
) 𝜆−1 +

(
𝑐2𝑙∆𝑡2+4𝑐2∆𝑡2

2𝑙∆𝑥2+2𝑐2𝑙∆𝑡2+8𝑐2∆𝑡2+2𝑘𝑑𝑙∆𝑥2∆𝑡
) (𝜆 cos𝑘ℎ + 𝜆 𝑖 sin𝑘ℎ + 𝜆 cos𝑘ℎ − 𝜆 𝑖 sin𝑘ℎ)  

 
Sehingga diperoleh 
(𝑙∆𝑥2 + 𝑐2𝑙∆𝑡2 + 4𝑐2∆𝑡2 + 𝑘𝑑𝑙∆𝑥2∆𝑡 − 𝑐2𝑙∆𝑡2 cos 𝑘ℎ − 4𝑐2∆𝑡2 cos 𝑘ℎ)𝜆2 − (2𝑙∆𝑥2 +
𝑘𝑑𝑙∆𝑥2∆𝑡)𝜆 + (𝑙∆𝑥2) = 0  
 
akar-akar persamaan dari persamaan tersebut adalah 

𝜆1,2 =
−𝑏 ± √𝑏2 − 4𝑎𝑐

2𝑎
≤ 1 

 

𝜆1,2 =
(2𝑙∆𝑥2+𝑘𝑑𝑙∆𝑥2∆𝑡)

2(𝑙∆𝑥2+𝑐2𝑙∆𝑡2+4𝑐2∆𝑡2+𝑘𝑑𝑙∆𝑥2∆𝑡−𝑐2𝑙∆𝑡2 cos𝑘ℎ+4𝑐2∆𝑡2 cos𝑘ℎ)
±

√(2𝑙∆𝑥2+𝑘𝑑𝑙∆𝑥2∆𝑡)2−4(𝑙∆𝑥2+𝑐2𝑙∆𝑡2+4𝑐2∆𝑡2+𝑘𝑑𝑙∆𝑥2∆𝑡−𝑐2𝑙∆𝑡2 cos𝑘ℎ−4𝑐2∆𝑡2 cos𝑘ℎ)(𝑙∆𝑥2)

2(𝑙∆𝑥2+𝑐2𝑙∆𝑡2+4𝑐2∆𝑡2+𝑘𝑑𝑙∆𝑥2∆𝑡−𝑐2𝑙∆𝑡2 cos𝑘ℎ+4𝑐2∆𝑡2 cos𝑘ℎ)
≤ 1  

                                                                       

(5) 

 
Terlihat bahwa persamaan (4) mengandung 𝑐𝑜𝑠 𝑘ℎ, selanjutnya diambil titik diskritnya yaitu 
𝑐𝑜𝑠 𝑘ℎ = −1, 𝑐𝑜𝑠 𝑘ℎ = 0, 𝑐𝑜𝑠 𝑘ℎ = 1 sehingga dapat diuraikan sebagai berikut: 
 
Saat cos 𝑘ℎ = −1, diperoleh 

|𝜆1| = |
2(2𝑙∆𝑥2+𝑘𝑑𝑙∆𝑥2∆𝑡)

2
−(4𝑙∆𝑥2+8𝑐2𝑙∆𝑡2+32𝑐2∆𝑡2+4𝑘𝑑𝑙∆𝑥2∆𝑡)(𝑙∆𝑥2)

(2𝑙∆𝑥2+4𝑐2𝑙∆𝑡2+16𝑐2∆𝑡2+2𝑘𝑑𝑙∆𝑥2∆𝑡)2
| ≤ 1  

Saat cos 𝑘ℎ = 0, diperoleh 

|𝜆1| = |
2(2𝑙∆𝑥2+𝑘𝑑𝑙∆𝑥2∆𝑡)

2
−(4𝑙∆𝑥2+4𝑐2𝑙∆𝑡2+16𝑐2∆𝑡2+4𝑘𝑑𝑙∆𝑥2∆𝑡)(𝑙∆𝑥2)

(2𝑙∆𝑥2+2𝑐2𝑙∆𝑡2+8𝑐2∆𝑡2+𝑘𝑑𝑙∆𝑥2∆𝑡)2
| ≤ 1  

Saat cos 𝑘ℎ = 1, diperoleh 

|𝜆1| = |
2(2𝑙∆𝑥2+𝑘𝑑𝑙∆𝑥2∆𝑡)

2
−(4𝑙∆𝑥2+4𝑘𝑑𝑙∆𝑥2∆𝑡)(𝑙∆𝑥2)

(2𝑙∆𝑥2+2𝑘𝑑𝑙∆𝑥2∆𝑡2)2
| ≤ 1   

Saat cos 𝑘ℎ = −1, diperoleh 

|𝜆2| = |−
1

2𝑙∆𝑥2+4𝑐2𝑙∆𝑡2+16𝑐2∆𝑡2+2𝑘𝑑𝑙∆𝑥2∆𝑡
| ≤ 1  

Saat cos 𝑘ℎ = 0, diperoleh 

|𝜆2| = |−
1

2𝑙∆𝑥2+2𝑐2𝑙∆𝑡2+8𝑐2∆𝑡2+𝑘𝑑𝑙∆𝑥2∆𝑡
| ≤ 1   

Saat cos 𝑘ℎ = 1, diperoleh 

|𝜆2| = |−
1

2𝑙∆𝑥2+2𝑘𝑑𝑙∆𝑥2∆𝑡2| ≤ 1  

  
Berdasarkan penguraian analisis kestabilan tersebut, jelas bahwa pembilang pada 

persamaan baik saat cos𝑘ℎ = −1, cos 𝑘ℎ = 0 dan cos 𝑘ℎ = 1 lebih kecil daripada penyebutnya, 
sehingga kesimpulan yang dapat diambil yaitu |𝜆1| dan |𝜆2| ≤ 1 selalu stabil tanpa syarat. Artinya 
skema BTCS akan tetap stabil untuk sembarang nilai parameter yang digunakan. 

 

3.1.2 Analisis Konsistensi 
Analisis konsistensi metode beda hingga implisit skema BTCS dapat dicari dengan 

menerapkan ekspansi deret Taylor yang disubstitusikan ke dalam persamaan beda (3). Penerapan 
ekspansi deret Taylor pada persamaan beda (3) adalah sebagai berikut: 

𝑢𝑗
𝑛+1 = 𝑢𝑗

𝑛 + ∆𝑡 𝑢𝑡 |𝑛
𝑗
+

1

2
∆𝑡2 𝑢𝑡𝑡 |𝑛

𝑗
+

1

6
∆𝑡3 𝑢𝑡𝑡𝑡 |𝑛

𝑗
+ ⋯  

𝑢𝑗
𝑛−1 = 𝑢𝑗

𝑛 − ∆𝑡 𝑢𝑡 |𝑛
𝑗
+

1

2
∆𝑡2𝑢𝑡𝑡 |𝑛

𝑗
−

1

6
∆𝑡3𝑢𝑡𝑡𝑡 |𝑛

𝑗
− ⋯  
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𝑢𝑗+1
𝑛+1 = 𝑢𝑗

𝑛 + ∆𝑥 𝑢𝑥 |𝑛
𝑗
+ ∆𝑡 𝑢𝑡 |𝑛

𝑗
+

1

2
∆𝑥2 𝑢𝑥𝑥 |𝑛

𝑗
+ ∆𝑥∆𝑡 𝑢𝑥𝑡 |𝑛

𝑗
+

1

2
∆𝑡2 𝑢𝑡𝑡 |𝑛

𝑗
+

1

6
∆𝑥3 𝑢𝑥𝑥𝑥 |𝑛

𝑗
+

3

6
∆𝑥2∆𝑡 𝑢𝑥𝑥𝑡 |𝑛

𝑗
+

3

6
∆𝑥∆𝑡2 𝑢𝑥𝑡𝑡 |𝑛

𝑗
+

1

6
∆𝑡3 𝑢𝑡𝑡𝑡 |𝑛

𝑗
…  

𝑢𝑗−1
𝑛+1 = 𝑢𝑗

𝑛 − ∆𝑥 𝑢𝑥 |𝑛
𝑗
+ ∆𝑡 𝑢𝑡 |𝑛

𝑗
+

1

2
∆𝑥2 𝑢𝑥𝑥 |𝑛

𝑗
− ∆𝑥∆𝑡 𝑢𝑥𝑡 |𝑛

𝑗
+

1

2
∆𝑡2 𝑢𝑡𝑡 |𝑛

𝑗
−

1

6
∆𝑥3 𝑢𝑥𝑥𝑥 |𝑛

𝑗
+

3

6
∆𝑥2∆𝑡 𝑢𝑥𝑥𝑡 |𝑛

𝑗
−

3

6
∆𝑥∆𝑡2 𝑢𝑥𝑡𝑡 |𝑛

𝑗
+

1

6
∆𝑡3 𝑢𝑡𝑡𝑡 |𝑛

𝑗
…  

 
Perhitungan dilakukan pada persamaan (3) dengan cara menyederhanakan 𝑢𝑗+1

𝑛+1 dan 𝑢𝑗−1
𝑛+1 terlebih 

dahulu, Kemudian persamaan yang didapat disubstitusikan ke dalam persamaan (3), sehingga 

(𝑢𝑗
𝑛 + ∆𝑡 𝑢𝑡 |𝑛

𝑗
+

1

2
∆𝑡2 𝑢𝑡𝑡 |𝑛

𝑗
+

1

6
∆𝑡3 𝑢𝑡𝑡𝑡 |𝑛

𝑗
+ ⋯) = (

2𝑙∆𝑥2+𝑘𝑑𝑙∆𝑥2∆𝑡

𝑙∆𝑥2+𝑐2𝑙∆𝑡2+4𝑐2∆𝑡2+𝑘𝑑𝑙∆𝑥2∆𝑡
) 𝑢𝑗

𝑛 −

 (
𝑙∆𝑥2

𝑙∆𝑥2+𝑐2𝑙∆𝑡2+4𝑐2∆𝑡2+𝑘𝑑𝑙∆𝑥2∆𝑡
) (𝑢𝑗

𝑛 − ∆𝑡 𝑢𝑡 |𝑛
𝑗
+

1

2
∆𝑡2𝑢𝑡𝑡 |𝑛

𝑗
−

1

6
∆𝑡3𝑢𝑡𝑡𝑡 |𝑛

𝑗
− ⋯) +

(
𝑐2𝑙∆𝑡2+4𝑐2∆𝑡2

2𝑙∆𝑥2+2𝑐2𝑙∆𝑡2+8𝑐2∆𝑡2+2𝑘𝑑𝑙∆𝑥2∆𝑡
) (2𝑢𝑗

𝑛 + 2∆𝑡 𝑢𝑡 |𝑛
𝑗
+ ∆𝑥2 𝑢𝑥𝑥 |𝑛

𝑗
+ ∆𝑡2 𝑢𝑡𝑡 |𝑛

𝑗
+ ∆𝑥2∆𝑡 𝑢𝑥𝑥𝑡 |𝑛

𝑗
+

1

3
∆𝑡3 𝑢𝑡𝑡𝑡 |𝑛

𝑗
)   

 

(𝑢𝑗
𝑛 + ∆𝑡 𝑢𝑡 |𝑛

𝑗
+

1

2
∆𝑡2 𝑢𝑡𝑡 |𝑛

𝑗
+

1

6
∆𝑡3 𝑢𝑡𝑡𝑡 |𝑛

𝑗
+ ⋯) − (

2𝑙∆𝑥2+𝑘𝑑𝑙∆𝑥2∆𝑡

𝑙∆𝑥2+𝑐2𝑙∆𝑡2+4𝑐2∆𝑡2+𝑘𝑑𝑙∆𝑥2∆𝑡
)𝑢𝑗

𝑛 +

(
𝑙∆𝑥2

𝑙∆𝑥2+𝑐2𝑙∆𝑡2+4𝑐2∆𝑡2+𝑘𝑑𝑙∆𝑥2∆𝑡
) (𝑢𝑗

𝑛 − ∆𝑡 𝑢𝑡 |𝑛
𝑗
+

1

2
∆𝑡2𝑢𝑡𝑡 |𝑛

𝑗
−

1

6
∆𝑡3𝑢𝑡𝑡𝑡 |𝑛

𝑗
− ⋯) −

(
𝑐2𝑙∆𝑡2+4𝑐2∆𝑡2

2𝑙∆𝑥2+2𝑐2𝑙∆𝑡2+8𝑐2∆𝑡2+2𝑘𝑑𝑙∆𝑥2∆𝑡
) (2𝑢𝑗

𝑛 + 2∆𝑡 𝑢𝑡 |𝑛
𝑗
+ ∆𝑥2 𝑢𝑥𝑥 |𝑛

𝑗
+ ∆𝑡2 𝑢𝑡𝑡 |𝑛

𝑗
+ ∆𝑥2∆𝑡 𝑢𝑥𝑥𝑡 |𝑛

𝑗
+

1

3
∆𝑡3 𝑢𝑡𝑡𝑡 |𝑛

𝑗
+ ⋯) = 0  

 
Menjadi 

𝑢𝑗
𝑛 − (

2𝑙∆𝑥2+𝑘𝑑𝑙∆𝑥2∆𝑡

𝑙∆𝑥2+𝑐2𝑙∆𝑡2+4𝑐2∆𝑡2+𝑘𝑑𝑙∆𝑥2∆𝑡
)𝑢𝑗

𝑛 + (
𝑙∆𝑥2

𝑙∆𝑥2+𝑐2𝑙∆𝑡2+4𝑐2∆𝑡2+𝑘𝑑𝑙∆𝑥2∆𝑡
)𝑢𝑗

𝑛 −

(
𝑐2𝑙∆𝑡2+4𝑐2∆𝑡2

2𝑙∆𝑥2+2𝑐2𝑙∆𝑡2+8𝑐2∆𝑡2+2𝑘𝑑𝑙∆𝑥2∆𝑡
)2𝑢𝑗

𝑛 + 𝑢𝑡 − (
𝑙∆𝑥2

𝑙∆𝑥2+𝑐2𝑙∆𝑡2+4𝑐2∆𝑡2+𝑘𝑑𝑙∆𝑥2∆𝑡
) 𝑢𝑡 −

(
𝑐2𝑙∆𝑡2+4𝑐2∆𝑡2

2𝑙∆𝑥2+2𝑐2𝑙∆𝑡2+8𝑐2∆𝑡2+2𝑘𝑑𝑙∆𝑥2∆𝑡
)2𝑢𝑡 |𝑛

𝑗
∆𝑡 +

1

2
𝑢𝑡𝑡 + (

𝑙∆𝑥2

𝑙∆𝑥2+𝑐2𝑙∆𝑡2+4𝑐2∆𝑡2+𝑘𝑑𝑙∆𝑥2∆𝑡
)

1

2
𝑢𝑡𝑡 −

(
𝑐2𝑙∆𝑡2+4𝑐2∆𝑡2

2𝑙∆𝑥2+2𝑐2𝑙∆𝑡2+8𝑐2∆𝑡2+2𝑘𝑑𝑙∆𝑥2∆𝑡
)𝑢𝑡𝑡 |𝑛

𝑗
∆𝑡2 − (

𝑐2𝑙∆𝑡2+4𝑐2∆𝑡2

2𝑙∆𝑥2+2𝑐2𝑙∆𝑡2+8𝑐2∆𝑡2+2𝑘𝑑𝑙∆𝑥2∆𝑡
)𝑢𝑥𝑥 |𝑛

𝑗
∆𝑥2 −

(
𝑐2𝑙∆𝑡2+4𝑐2∆𝑡2

2𝑙∆𝑥2+2𝑐2𝑙∆𝑡2+8𝑐2∆𝑡2+2𝑘𝑑𝑙∆𝑥2∆𝑡
) 𝑢𝑥𝑥𝑡 |𝑛

𝑗
∆𝑥2∆𝑡 +

1

6
𝑢𝑡𝑡𝑡 − (

𝑙∆𝑥2

𝑙∆𝑥2+𝑐2𝑙∆𝑡2+4𝑐2∆𝑡2+𝑘𝑑𝑙∆𝑥2∆𝑡
)

1

6
𝑢𝑡𝑡𝑡 −

(
𝑐2𝑙∆𝑡2+4𝑐2∆𝑡2

2𝑙∆𝑥2+2𝑐2𝑙∆𝑡2+8𝑐2∆𝑡2+2𝑘𝑑𝑙∆𝑥2∆𝑡
)

1

3
𝑢𝑡𝑡𝑡 |𝑛

𝑗
∆𝑡3 = 0  

 
 
 

𝑢𝑗
𝑛 − (

2𝑙∆𝑥2+𝑘𝑑𝑙∆𝑥2∆𝑡

𝑙∆𝑥2+𝑐2𝑙∆𝑡2+4𝑐2∆𝑡2+𝑘𝑑𝑙∆𝑥2∆𝑡
)𝑢𝑗

𝑛 + (
𝑙∆𝑥2

𝑙∆𝑥2+𝑐2𝑙∆𝑡2+4𝑐2∆𝑡2+𝑘𝑑𝑙∆𝑥2∆𝑡
)𝑢𝑗

𝑛 −

(
2𝑐2𝑙∆𝑡2+8𝑐2∆𝑡2

2𝑙∆𝑥2+2𝑐2𝑙∆𝑡2+8𝑐2∆𝑡2+2𝑘𝑑𝑙∆𝑥2∆𝑡
)𝑢𝑗

𝑛 + 𝑢𝑡 − (
𝑙∆𝑥2

𝑙∆𝑥2+𝑐2𝑙∆𝑡2+4𝑐2∆𝑡2+𝑘𝑑𝑙∆𝑥2∆𝑡
)𝑢𝑡 −

(
2𝑐2𝑙∆𝑡2+8𝑐2∆𝑡2

2𝑙∆𝑥2+2𝑐2𝑙∆𝑡2+8𝑐2∆𝑡2+2𝑘𝑑𝑙∆𝑥2∆𝑡
)𝑢𝑡 |𝑛

𝑗
∆𝑡 +

1

2
𝑢𝑡𝑡 +

(
𝑙∆𝑥2

𝑙∆𝑥2+𝑐2𝑙∆𝑡2+4𝑐2∆𝑡2+𝑘𝑑𝑙∆𝑥2∆𝑡
)

1

2
𝑢𝑡𝑡 − (

𝑐2𝑙∆𝑡2+4𝑐2∆𝑡2

2𝑙∆𝑥2+2𝑐2𝑙∆𝑡2+8𝑐2∆𝑡2+2𝑘𝑑𝑙∆𝑥2∆𝑡
) 𝑢𝑡𝑡 |𝑛

𝑗
∆𝑡2 −

(
𝑐2𝑙∆𝑡2+4𝑐2∆𝑡2

2𝑙∆𝑥2+2𝑐2𝑙∆𝑡2+8𝑐2∆𝑡2+2𝑘𝑑𝑙∆𝑥2∆𝑡
)𝑢𝑥𝑥 |𝑛

𝑗
∆𝑥2 −

(
𝑐2𝑙∆𝑡2+4𝑐2∆𝑡2

2𝑙∆𝑥2+2𝑐2𝑙∆𝑡2+8𝑐2∆𝑡2+2𝑘𝑑𝑙∆𝑥2∆𝑡
) 𝑢𝑥𝑥𝑡 |𝑛

𝑗
∆𝑥2∆𝑡 +

1

6
𝑢𝑡𝑡𝑡 −

(
𝑙∆𝑥2

𝑙∆𝑥2+𝑐2𝑙∆𝑡2+4𝑐2∆𝑡2+𝑘𝑑𝑙∆𝑥2∆𝑡
)

1

6
𝑢𝑡𝑡𝑡 − (

𝑐2𝑙∆𝑡2+4𝑐2∆𝑡2

2𝑙∆𝑥2+2𝑐2𝑙∆𝑡2+8𝑐2∆𝑡2+2𝑘𝑑𝑙∆𝑥2∆𝑡
)

1

3
𝑢𝑡𝑡𝑡 |𝑛

𝑗
∆𝑡3 =

0                                                                       

(6) 
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Agar lebih sederhana, persamaan  (6) dikalikan dengan 2𝑙∆𝑥2 + 2𝑐2𝑙∆𝑡2 + 8𝑐2∆𝑡2 + 2𝑘𝑑𝑙∆𝑥2∆𝑡 
sehingga menjadi: 
 
(2𝑙∆𝑥2 + 2𝑐2𝑙∆𝑡2 + 8𝑐2∆𝑡2 + 2𝑘𝑑𝑙∆𝑥2∆𝑡)𝑢𝑗

𝑛 − (4𝑙∆𝑥2 + 2𝑘𝑑𝑙∆𝑥2∆𝑡)𝑢𝑗
𝑛 + (2𝑙∆𝑥2)𝑢𝑗

𝑛 − (2𝑐2𝑙∆𝑡2 +

8𝑐2∆𝑡2)𝑢𝑗
𝑛 + (2𝑙∆𝑥2 + 2𝑐2𝑙∆𝑡2 + 8𝑐2∆𝑡2 + 2𝑘𝑑𝑙∆𝑥2∆𝑡)𝑢𝑡 − (2𝑙∆𝑥2)𝑢𝑡 − (2𝑐2𝑙∆𝑡2 +

8𝑐2∆𝑡2)𝑢𝑡 |𝑛
𝑗
∆𝑡 + (2𝑙∆𝑥2 + 2𝑐2𝑙∆𝑡2 + 8𝑐2∆𝑡2 + 2𝑘𝑑𝑙∆𝑥2∆𝑡)

1

2
𝑢𝑡𝑡 + (2𝑙∆𝑥2)

1

2
𝑢𝑡𝑡 − (𝑐2𝑙∆𝑡2 +

4𝑐2∆𝑡2)𝑢𝑡𝑡 |𝑛
𝑗
∆𝑡2 − (𝑐2𝑙∆𝑡2 + 4𝑐2∆𝑡2)𝑢𝑥𝑥 |𝑛

𝑗
∆𝑥2 − (𝑐2𝑙∆𝑡2 + 4𝑐2∆𝑡2) 𝑢𝑥𝑥𝑡 |𝑛

𝑗
∆𝑥2∆𝑡 + (2𝑙∆𝑥2 +

2𝑐2𝑙∆𝑡2 + 8𝑐2∆𝑡2 + 2𝑘𝑑𝑙∆𝑥2∆𝑡)
1

6
𝑢𝑡𝑡𝑡 − (2𝑙∆𝑥2)

1

6
𝑢𝑡𝑡𝑡 − (𝑐2𝑙∆𝑡2 + 4𝑐2∆𝑡2)

1

3
𝑢𝑡𝑡𝑡 |𝑛

𝑗
∆𝑡3 = 0  

 
(2𝑙∆𝑥2 + 2𝑐2𝑙∆𝑡2 + 8𝑐2∆𝑡2 + 2𝑘𝑑𝑙∆𝑥2∆𝑡)𝑢𝑡 − (2𝑙∆𝑥2)𝑢𝑡 − (2𝑐2𝑙∆𝑡2 +

8𝑐2∆𝑡2)𝑢𝑡 |𝑛
𝑗
∆𝑡 + (2𝑙∆𝑥2 + 2𝑐2𝑙∆𝑡2 + 8𝑐2∆𝑡2 + 2𝑘𝑑𝑙∆𝑥2∆𝑡)

1

2
𝑢𝑡𝑡 +

(2𝑙∆𝑥2)
1

2
𝑢𝑡𝑡 − (𝑐2𝑙∆𝑡2 + 4𝑐2∆𝑡2)𝑢𝑡𝑡 |𝑛

𝑗
∆𝑡2 − (𝑐2𝑙∆𝑡2 + 4𝑐2∆𝑡2)𝑢𝑥𝑥 |𝑛

𝑗
∆𝑥2 −

(𝑐2𝑙∆𝑡2 + 4𝑐2∆𝑡2) 𝑢𝑥𝑥𝑡 |𝑛
𝑗
∆𝑥2∆𝑡 + (2𝑙∆𝑥2 + 2𝑐2𝑙∆𝑡2 + 8𝑐2∆𝑡2 +

2𝑘𝑑𝑙∆𝑥2∆𝑡)
1

6
𝑢𝑡𝑡𝑡 − (2𝑙∆𝑥2)

1

6
𝑢𝑡𝑡𝑡 − (𝑐2𝑙∆𝑡2 + 4𝑐2∆𝑡2)

1

3
𝑢𝑡𝑡𝑡 |𝑛

𝑗
∆𝑡3 = 0  

(7) 

 
Error pemotongan yang telah ditemukan persamaan (7) memiliki orde (∆𝑥2, ∆𝑡3) dan error 

pemotongan pertama dari persamaan (7) yaitu: 
 

(𝑐2𝑙∆𝑡2 + 4𝑐2∆𝑡2) 𝑢𝑥𝑥𝑡 |𝑛
𝑗
∆𝑥2∆𝑡 + (2𝑙∆𝑥2 + 2𝑐2𝑙∆𝑡2 + 8𝑐2∆𝑡2 + 2𝑘𝑑𝑙∆𝑥2∆𝑡)

1

6
𝑢𝑡𝑡𝑡 −

(2𝑙∆𝑥2)
1

6
𝑢𝑡𝑡𝑡 − (𝑐2𝑙∆𝑡2 + 4𝑐2∆𝑡2)

1

3
𝑢𝑡𝑡𝑡 |𝑛

𝑗
∆𝑡3 = 0 (3.23)  

 
Dikatakan konsisten jika persamaan tersebut memenuhi kondisi: 

lim
(∆𝑡,∆𝑥)→0

(𝑐2𝑙∆𝑡2 + 4𝑐2∆𝑡2) 𝑢𝑥𝑥𝑡 |𝑛
𝑗
∆𝑥2∆𝑡 + (2𝑙∆𝑥2 + 2𝑐2𝑙∆𝑡2 + 8𝑐2∆𝑡2 + 2𝑘𝑑𝑙∆𝑥2∆𝑡)

1

6
𝑢𝑡𝑡𝑡 −

(2𝑙∆𝑥2)
1

6
𝑢𝑡𝑡𝑡 − (𝑐2𝑙∆𝑡2 + 4𝑐2∆𝑡2)

1

3
𝑢𝑡𝑡𝑡 |𝑛

𝑗
∆𝑡3 = 0    

 
Jumlah limit dari persamaan tersebut akan semakin kecil jika ∆𝑥2 dan ∆𝑡3 memiliki nilai sangat kecil, 
karena berapa pun 𝑢𝑡𝑡𝑡 dan 𝑢𝑥𝑥𝑡 jika dikalikan dengan nilai ∆𝑡3 dan ∆𝑥  yang sangat kecil, maka 
nilainya pun juga kecil, sehingga error pemotongan akan semakin mendekati nol. Untuk memperjelas 
keterangan di atas, dapat dilihat pada tabel berikut ini 

 
Tabel 1 Nilai Error untuk 𝑢(𝑥, 𝑡) pada 𝑡 ∈ [0,7] dan 𝑥 ∈ [0,0.64] dengan ∆𝑥 → 0 dan ∆𝑡 = 0.1 

∆𝑥 
Waktu (𝑡) 

5.5 5.7 5.9 6.1 6.3 6.5 
0.01 0.0059 0.0039 0.0075 0.00096 0.0060 0.0044 
0.05 0.0293 0.0194 0.0372 0.00478 0.0300 0.0219 
0.1 0.0568 0.0377 0.0722 0.0093 0.0582 0.0424 

 

Perhitungan error ini dikerjakan dengan formula |𝑢𝑗
𝑛 − 𝑢𝑗

𝑛−1|, di mana nilai 𝑢𝑗
𝑛 adalah nilai 

𝑢(𝑥, 𝑡) yang ditampilkan pada iterasi skema BTCS untuk suatu ∆𝑥 dan 𝑢𝑗
𝑛−1 adalah nilai yang 

ditampilkan oleh OCTAVE untuk suatu ∆𝑥. Selisih nilai |𝑢𝑗
𝑛 − 𝑢𝑗

𝑛−1| ditampilkan di setiap titik diskrit 

𝑥 pada interval waktu 𝑡 ∈ [0,0.7]. Selanjutnya untuk  ∆𝑥 ∈ [0.01, 0.1] maka dapat dihitung bahwa 

nilai (
0.0059

0.0293
)
2

= 0.04 ekuivalen dengan (
0.01

0.05
)
2

, hal ini menunjukkan bahwa prosedur iterasi dengan 

skema BTCS memenuhi kriteria ∆𝑥2 
 
Selanjutnya untuk analisis orde error pada suatu ∆𝑡 pada 𝑡 ∈ [0,0.7] merujuk pada tabel 

berikut: 
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Tabel 2 Nilai Error untuk 𝑢(𝑥, 𝑡) pada 𝑡 ∈ [0,7] dan 𝑥 ∈ [0,0.64] dengan ∆𝑡 → 0 dan ∆𝑥 = 0.05 

∆𝑡 
Spasial (𝑥) 

5.5 5.7 5.9 6.1 6.3 6.5 
0.05 0.0047 0.0035 0.0013 0.0035 0.0012 0.0020 
0.1 0.0091 0.0069 0.0026 0.0068 0.0022 0.0037 
0.2 0.0157 0.0118 0.0044 0.0117 0.0040 0.0063 

 
Perhitungan error ini dikerjakan dengan formula |𝑢𝑗

𝑛 − 𝑢𝑗
𝑛−1|, di mana nilai 𝑢𝑗

𝑛 adalah nilai 

𝑢(𝑥, 𝑡) yang ditampilkan pada iterasi skema BTCS untuk suatu ∆𝑡 dan 𝑢𝑗
𝑛−1 adalah nilai yang 

ditampilkan oleh OCTAVE untuk suatu ∆𝑡. Selanjutnya selisih nilai |𝑢𝑗
𝑛 − 𝑢𝑗

𝑛−1| ditampilkan di setiap 

titik diskrit 𝑥 pada interval waktu 𝑡 ∈ [0,0.7]. Selanjutnya untuk  ∆𝑡 ∈ [0.05, 0.2] maka dapat dihitung 

bahwa nilai (
0.0047

0.0091
)
3

= 0.125 ekuivalen dengan (
0.05

0.1
)
3

 hal ini menunjukkan bahwa prosedur iterasi 

dengan skema BTCS memenuhi kriteria ∆𝑡3. 

KESIMPULAN 

Dari hasil pembahasan pada bab sebelumnya, dapat ditarik kesimpulan yaitu sebagai 
berikut: 
1. Solusi numerik model matematika vibrasi dawai pada alat musik petik dengan metode implisit 

skema Backward Time Central Space (BTCS), diperoleh: 
 

𝑢𝑗
𝑛+1 = (

2𝑙∆𝑥2+𝑘𝑑𝑙∆𝑥2∆𝑡

𝑙∆𝑥2+𝑐2𝑙∆𝑡2+4𝑐2∆𝑡2+𝑘𝑑𝑙∆𝑥2∆𝑡
)𝑢𝑗

𝑛 − (
𝑙∆𝑥2

𝑙∆𝑥2+𝑐2𝑙∆𝑡2+4𝑐2∆𝑡2+𝑘𝑑𝑙∆𝑥2∆𝑡
)𝑢𝑗

𝑛−1 +

(
𝑐2𝑙∆𝑡2+4𝑐2∆𝑡2

𝑙∆𝑥2+𝑐2𝑙∆𝑡2+4𝑐2∆𝑡2+𝑘𝑑𝑙∆𝑥2∆𝑡
)𝑢𝑗+1

𝑛+1 + (
𝑐2𝑙∆𝑡2+4𝑐2∆𝑡2

𝑙∆𝑥2+𝑐2𝑙∆𝑡2+4𝑐2∆𝑡2+𝑘𝑑𝑙∆𝑥2∆𝑡
) 𝑢𝑗−1

𝑛+1 =  

 
2. Analisis kestabilan menunjukkan bahwa solusi numerik model matematika vibrasi dawai pada 

alat musik petik dengan metode BTCS stabil tanpa syarat, serta memiliki orde (∆𝑡3, ∆𝑥2) dan 
error pemotongan dinyatakan dalam persamaan berikut: 

𝐥𝐢𝐦
(∆𝒕,∆𝒙)→𝟎

(𝒄𝟐𝒍∆𝒕𝟐 + 𝟒𝒄𝟐∆𝒕𝟐) 𝒖𝒙𝒙𝒕 |
𝒏
𝒋
∆𝒙𝟐∆𝒕 + (𝟐𝒍∆𝒙𝟐 + 𝟐𝒄𝟐𝒍∆𝒕𝟐 + 𝟖𝒄𝟐∆𝒕𝟐 +

𝟐𝒌𝒅𝒍∆𝒙𝟐∆𝒕)
𝟏

𝟔
𝒖𝒕𝒕𝒕 − (𝟐𝒍∆𝒙𝟐)

𝟏

𝟔
𝒖𝒕𝒕𝒕 − (𝒄𝟐𝒍∆𝒕𝟐 + 𝟒𝒄𝟐∆𝒕𝟐)

𝟏

𝟑
𝒖𝒕𝒕𝒕 |𝒏

𝒋
∆𝒕𝟑 = 𝟎    
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