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Abstrak

Pada penelitian ini dibahas tentang analisis dinamik pada model matematika penyebaran COVID-19 dengan
menggunakan kasus harian di Indonesia yang diklasifikasikan menjadi empat variabel yaitu, Susceptible (S),
Exposed (E), Infected (I), dan Recovered (R) yang kemudian dianalisis dinamikanya dengan menghitung titik
kesetimbangan dan mencari sifat kestabilan. Dua titik kesetimbangan dari model ini yaitu, titik
kesetimbangan bebas penyakit Py dan titik kesetimbangan endemik P;. Kemudian, dilakukan linierisasi di
sekitar titik kesetimbangan dengan menggunakan parameter yang diberikan. Linierisasi di sekitar titik
kesetimbangan Py menghasilkan empat nilai eigen yang mana salah satunya bernilai positif. Linierisasi di
sekitar titik kesetimbangan P; menghasilkan dua nilai eigen riil negatif dan sepasang nilai eigen kompleks
dengan bagian riil negatif. Potret fase dan simulasi numerik yang dilakukan menunjukkan untuk semua
variabel S, E,I, dan R akan stabil asimtotik lokal menuju titik kesetimbangan yaitu titik kesetimbangan
endemik P;. Sehingga, berdasarkan analisis dinamik yang diperoleh menunjukkan bahwa untuk titik
kesetimbangan bebas penyakit P; tidak stabil dan untuk titik kesetimbangan endemik P; stabil asimtotik
lokal.

Kata kunci: Analisis Dinamik; Model Matematika Penyebaran COVID-19; Titik Kesetimbangan; Potret Fase

Abstract

This study discusses the dynamic analysis of the mathematical model of the spread of COVID-19 using daily
cases in Indonesia which are classified into four variables, namely, Susceptible (S), Exposed (E), Infected (1),
and Recovered (R) which are then analyzed dynamically by calculate the equilibrium point and look for
stability properties. The two equilibrium points of this model are the disease-free equilibrium point P; and
the endemic equilibrium point P;. Then, it is linearized around the equilibrium point using the given
parameters. Linearization around the equilibrium pointP; produces four eigenvalues, one of which is
positive. Linearization around the equilibrium point P; yields two negative real eigenvalues and a pair of
complex eigenvalues with negative real parts. Phase portraits and numerical simulations have shown that
all variables S, E, I, and R will be asymptotically stable locally towards the equilibrium point, namely the
endemic equilibrium point P;'. Thus, based on the dynamic analysis obtained, it is shown that the disease-
free equilibrium point Py is unstable and the endemic equilibrium point P;" is locally asymptotically stable.

Keywords: Dynamic Analysis; Mathematical Model of the Spread of COVID-19; Equilibrium Points; Phase
Portrait

PENDAHULUAN

COVID-19 merupakan salah satu penyakit menular yang disebabkan oleh coronavirus jenis
baru yang kemudian diberi nama Severe Acute Respiratory Syndrome Coronavirus 2 (SARS-CoV-2)
[1]. Virus ini merupakan jenis virus varian baru yang memiliki tingkat penyebaran atau penularan
lebih tinggi dibandingkan varian virus sebelumnya [2]. Menurut United Nations Environment
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(UNEP) bahwa Coronavirus merupakan penyakit zoonosis, sehingga terdapat kemungkinan virus
berasal dari hewan dan ditularkan ke manusia [3]. Masa inkubasi virus COVID-19 berlangsung
selama 14 hari [2][15] . Model matematika digunakan secara luas untuk mewakili transmisi
penyakit di suatu daerah tertentu [4]. Berbagai model epidemi matematika yang menggambarkan
transmisi COVID-19 telah dibahas di [1], [5], [6], [12], dan [13]. Model matematika penyebaran
COVID-19 yang akan digunakan dalam penelitian ini merujuk pada [5], yang disajikan dalam
bentuk Persamaan Diferensial Biasa (PDB) bergantung waktu. Model tersebut menjelaskan
proses terjadinya reinfeksi COVID-19 dalam populasi makro manusia di Indonesia. Model
matematika penyebaran COVID-19 pada penelitian ini dibagi menjadi empat sub populasi
individu dalam suatu sistem persamaan diferensial biasa, yaitu:

S
E=AN+¢1R—aSI—yS+ﬁlE

dE

at = aSl — B1E — BrE — E (1.1)
dl
dt
drR
e

= PoE — 011 — pl

0;1 — ;R — uR

Proses reinfeksi COVID-19 yang terjadi pada penelitian ini akan digambarkan dengan
model matematika pada populasi SEIR. Model matematika ini memuat empat sub populasi
individu dalam suatu sistem persamaan yang terdiri atas variabel Susceptible (S), Exposed (E),
Infected (I), dan Recovered (R). Selanjutnya keempat sub populasi tersebut merupakan variabel
dalam penelitian ini. Di mana Susceptible merupakan sub populasi individu rentan yang dapat
terinfeksi atau tertular, Exposed merupakan sub populasi individu yang terpapar dengan merujuk
pada kasus yang dicurigai, Infected merupakan sub populasi individu terinfeksi yang telah
dinyatakan positif melalui fasilitas kesehatan dan juga akibat tidak adanya penanganan atau
pengobatan secara langsung pada individu terpapar, dan Recovered merupakan sub populasi
individu sembuh dari penyakit karena adanya treatment yang sukses. Namun, individu yang telah
sembuh hanya akan memiliki kekebalan sementara yang akan menyebabkan individu tersebut
menjadi individu yang rentan terinfeksi atau tertular COVID-19 kembali. Terdapat beberapa
parameter yang berperan dalam proses penyebaran COVID-19, diuraikan sebagai berikut.

Tabel 1 Nilai Parameter Model Matematika Penyebaran COVID-19 [5]

Variabel Definisi Nilai dan Satuan
A Laju kelahiran alami 6,25 X 10~3 /Hari
U Laju kematian alami 0,00712/Hari
a Laju perubahan individu rentan 3,586 x 107%/Orang/Hari
menjadi individu terpapar
0, Laju perubahan individu terinfeksi 0,086/Hari

menjadi individu sembuh karena
adanya treatment yang sukses

Ui Laju kematian pada populasi yang 0,087 /Hari
disebabkan oleh COVID-19

B1 Laju perubahan individu terpapar 7012 /Hari
kembali menjadi individu rentan

B- Tingkat perubahan individu 0,4/Hari
terpapar menjadi individu
terinfeksi

®1 Laju perubahan individu sembuh 0,9629/Hari

kembali menjadi individu rentan
karena adanya penurunan imunitas
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Dan juga terdapat beberapa nilai awal yang digunakan pada penelitian ini, sebagai berikut.

Tabel 2 Nilai Awal Model Matematika Penyebaran COVID-19 (Desember 2020-Agustus 2021)

Variabel Definisi Nilai Awal
N Banyaknya penduduk di Indonesia 270,20 juta
S Banyaknya individu rentan terhadap waktu 267968836
E Banyaknya individu terpapar terhadap waktu 132723
I Banyaknya individu terinfeksi terhadap waktu 228835
R Banyaknya individu sembuh terhadap waktu 1869606

Berdasarkan uraian tersebut, akan dilakukan analisis perilaku dinamik model matematika
penyebaran COVID-19 pada populasi SEIR di Indonesia.

METODE

Adapun langkah-langkah yang digunakan dalam penelitian ini adalah sebagai berikut:
Menentukan titik-titik kesetimbangan pada model SEIR.
Linierisasi sistem persamaan diferensial yang terlibat.
c. Menghitung nilai eigen dan mengidentifikasi jenis kestabilan semua titik-titik kesetimbangan
model berdasarkan nilai eigen.
d. Melakukan interpretasi dari potret fase (perilaku titik kesetimbangan model) dari model
penyebaran COVID-19.

oo

HASIL DAN PEMBAHASAN
1. Titik-Titik Kesetimbangan

Titik-titik kesetimbangan pada sistem persamaan model matematika penyebaran COVID-

dE di dR . .
i 0, P 0 dan P 0. Dimana pada saat titik

kesetimbangan didapatkan, maka laju pertumbuhan dari setiap persamaan akan tetap. Dengan
kata lain, tidak ada perubahan jumlah populasi (keadaan setimbang). Berdasarkan sistem
persamaan model matematika tersebut diperoleh titik kesetimbangan bebas penyakit
P;(S1,Ef, I, R7) dan titik kesetimbangan endemik P; (S;, E3, I, R3), yaitu

a. Titik kesetimbangan bebas penyakit

19 tersebut dapat diperoleh jika % =0,

AN
P (ST, B, I}, RY) = (7, o,o,o) 3.1
b. Titik kesetimbangan endemik

P1(S2,E2, 13, R3)
dengan.

o = Wi + P10y + B261 + 101 + Pyt + Bai

2 aﬁ
 (=NAGB, + 0 + wibup + Bui6:) (s + 6 (@1 + 1)

aB2(@ + pip1 (i + B2 + 61))
_ (=NAaBy + @ + piBip + B1u61) (@1 + 1)

a(@ + i1 (u; + B2 +61))

*
2 =

(3.2)

I; =
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RY = 01(—NAaf; + @ + w;fru + B1164)
2 a(® + i (u; + B2 + 61))

2. Linierisasi

Untuk menganalisis kestabilan pada titik-titik kesetimbangan, maka akan dilakukan
linierisasi pada sistem persamaan model matematika penyebaran COVID-19, dengan kaidah
yang sesuai pada [7] seperti pada penelitian [5].

a. Linierisasi di sekitar titik kesetimbangan bebas penyakit P (S7, E7, I1, R7)

Berdasarkan sistem persamaan (1.1) yang akan dilinierisasi maka akan mendapatkan
matriks Jacobi [11], sebagai berikut (3.3)

—u—al” B1 —as” P1
al*  —B—p—p,  aS’ 0
= 3.3
J 0 B2 —u — 61 0 (33)
0 0 61 —P1— U

Kemudian, matriks Jacobi (3.3) disubstitusi nilai titik kesetimbangan bebas penyakit
(3.1), sehingga didapatkan

AN
—H B1 —aT P1
aAN
P =0 —Bi—u-4p — 0 (3.4)
0 B —p; — 6y 0
0 0 6, —@P1— U

b. Linierisasi di sekitar titik kesetimbangan endemik P; (S5, E5, I3, R3)
Berdasarkan sistem persamaan (1.1) dengan mensubstitusi nilai titik kesetimbangan
endemik pada (3.3) maka akan didapatkan matriks Jacobi sebagai berikut (3.5)

—u—al’ By 2
* al” —Pr—u—Pp2 as* 0
Py) = 3.5
]( 1) 0 32 _/"ll' _ 91 0 ( )
0 0 61 —P1— U

3. Analisis Kestabilan titik-titik kesetimbangan

Untuk menentukan kestabilan pada titik kesetimbangan dilakukan menggunakan kaidah
analisis dinamik, maka akan dihitung nilai eigen dengan menentukan akar-akar karakteristik
pada matriks Jacobi [7].

a. Kestabilan Titik Kesetimbangan Bebas Penyakit
Pada tahap berikut akan ditentukan kestabilan bebas penyakit dengan menggunakan
titik kesetimbangan bebas penyakit. Dengan menggunakan matriks Jacobi (3.4),

kemudian
det(J(Py) —AI) =0
alAN
—U ﬁl _T 1 1 0 0 O w
R —q— aAN 01 0 O
det| | O —Bi—u—p5; p 0 Ao o 1 ol [=0
0 B —p; — 6y 0 0 0 0 1 /
0 0 0,4 _(f\)%/_ U
B a
—n=a B T P1
AN
detl] 0  —Bi—pu—p—1 = 0 —0 (3.6)
0 B2 —up— 60— 4 0
0 0 01 —p1—p—2
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AN
—u—A B1 —aT D1
AN
detf O —Br—u—pB—41 aT 0 =0
0 B2 —pi—0; =4 0
0 0 6 —py —p— 1
aAN ]
Bi-u—f=d = 0
=(—u—21
(-u ) B —pi—6;—4 0
0 61 —p1—u—A
g 8 2 aAN
= (~u=D(—p—pu—-n| LT HET u
B —p — 601 — A}
aAN
= (== D=0, =)~ ()

aAN
=2 Butpt st Bt 02+ (i + 0By + ) + fr— — =0

Dari dua faktor pertama diperoleh,

Ay = —u < 0dan

A== —n<0

Dua nilai eigen lainnya merupakan solusi dari persamaan berikut

alAN
(== 1= B = Dt = 6 = 1) = o ; )=0

Atau dapat ditulis sebagai polinom pangkat dua sebagai berikut,
AZ + all + azﬂ. = O (331)

dengan,
a; = (B1 + 2u; + B + 61)
alAN

a; = (U + 0By + 1+ B2) — B P

Kemudian, nilai akar-akar persamaan karakteristik tersebut dapat dianalisis kestabilannya jika
memenuhi syarat berdasarkan kriteria Routh-Hurwitz berikut:

a; >0dana, >0

Berdasarkan kriteria tersebut, untuk nilai eigen A; dan 4, pada persamaan karakteristik akan
stabil jika memenuhi syarat dari kriteria Routh-Hurwitz tersebut. Kemudian, dengan
mensubstitusikan nilai parameter pada Tabel 2.2, maka akan didapatkan nilai eigen untuk titik
kesetimbangan bebas penyakit, yaitu

A, = —0,00712000000000000

A, =—0,970020000000000

A3 =0,312142354616299

Ay = —7012,89226235462

Berdasarkan nilai eigen yang didapatkan dapat diketahui bahwa 4,4, 1,,4, < 0, tetapi untuk 1; >
0. Dan juga tidak memenuhi syarat pada kriteria Routh-Hurwitz tersebut. Sehingga, secara
keseluruhan sifat kestabilannya adalah tidak stabil.
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b. Kestabilan Titik Kesetimbangan Endemik

Pada tahap berikut akan ditentukan kestabilan endemik dengan menggunakan titik
kesetimbangan endemik. Dengan menggunakan matriks Jacobi (3.4), kemudian

det(J(PL) — AI) = 0

—u—al” P —as” P1 1 0

al” —B1— i — B2 as” 0 _410 1

det 0 B, -0, 0 Mo o

0 0 0,4 —p1— U 0 0
—u—al"—2 B1 —as® P1
al” —Pr— i — P22 as* 0

det

0 B2 —up— 61— 4 0

0 0 61 —p1—u—A

Persamaan karakteristik dari matriks Jacobian (3.7) yang diperoleh adalah:

/14 + a1/13 + azlz + a3ﬂ. + a4, = 0
Dengan,
ag=al*+2u;+o+ B+, +2u+6,

a; = 2pal”™ —S*af, + ap " + afi " + af,l™ + al*u + al™ 0y + wypq + pify + wifz + 3up
+ @11 + 9182 + 2011 + 9101 + 2P + P16y + 2Bou + P26y + p* + 210,

az = ptal* + 2uaI* + waPI* + 2l u + pal*0; — S*ap By — 25* afyu + ap, fpI*
+ap 70y + afol "+ afal*0y + al* 1y + w1 + 2u2u + w1 By + 1ip1Bo
+ 20011 + 9101 + 20 Py 4 20 Bop + 20 p* + 20101 + @1 B1p + 915164

o R OO

_ o O O

+ Q1821 + 918261 + @116y + Prp? + 2P, 161 + Pop® + 2P,u6, + 4?6,

ag = ptap " + pPal*p + pap  Bol " + wap "0y + pafo I + pyal uby — S*ap, fou
— S*aPop® + aPol*uby + pt Qo+ P + @1 i + @16y + iy

+ WP + wiBatt? + wip?6; + 9181161 + 9182161 + B1u?6; + Bou*6,

Berdasarkan kriteria Routh-Hurwitz, titik kesetimbangan endemik akan bersifat stabil jika

memenuhi syarat berikut.

1. a; >0, a3 >0,a, >0dan
2. a,a,a; > a3 +ala,

(3.7)

Selanjutnya, menggunakan nilai parameter yang sudah disajikan pada Tabel 1, maka diperoleh

a4, a,, dan a5 sebagai berikut.

a, = 7015,300577 > 0

a; = 273,7928204 > 0

a, = 15,11846886 > 0

dan

a;a,as; = 1,475894340 x 1010
a3 + afa, =8,112011451 x 108

Dengan demikian, jelas bahwa a; >0, a; >0 dan a, > 0. Dan a,a,a; > a3 + a?a, ketika
digunakan nilai parameter pada Tabel 2.2. Maka, dapat disimpulkan bahwa P; stabil asimtotik
lokal karena memenuhi syarat dari kriteria Routh-Hurwitz. Lebih lanjut untuk nilai eigen dari
persamaan karakteristik (3.31) dengan menggunakan parameter pada Tabel 2.2 adalah sebagai

berikut:

A = —7323,70294680509

A, =—0,0182001870337431 + 0,04242971543456131
A3 =—0,0182001870337431 — 0,04242971543456131
Ay = —0,968469920848185

Berdasarkan nilai Eigen tersebut dapat diketahui secara keseluruhan nilai Eigen tersebut secara
keseluruhan mempunyai bagian real negatif. Untuk 4;,4, <0 dan untuk A,,4; = —x + yi.

Sehingga, secara keseluruhan sifat kestabilannya adalah stabil asimtotik.
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4. Potret Fase dan Simulasi Numerik

Potret fase merupakan bidang fase yang mewakili himpunan lintasan variabel pada sistem
persamaan [14]. Persamaan model COVID-19 memiliki empat variabel dan tidak bisa diamati
keseluruhan secara bersamaan, sehingga keempat persamaan tersebut ditampilkan setiap tiga
persamaan dalam satu gambar tanpa mengubah nilai dari titik kesetimbangan yang diperoleh
sebelumnya. Diperoleh potret fase sebagai berikut.

Potret Fase SEI

x107

1

#*  Nilai awal

Solusi(S{tLE)IL)

1
' 0 o0 0.5 ¥ ‘ID&’
E(X2) S(X1)

Gambar 4.1 Potret Fase X1, X,, dan X3 Menuju Titik Kesetimbangan Endemik

x107

Potret Fase SIR

Salusi(S(t)I(tLR(E)
*  Nilai awal

x108

one

7 ; 1
%10 0o 0.5
In(X3) S(x1)
Gambar 4.2 Potret Fase X;, X3, dan X, Menuju Titik Kesetimbangan Endemik

x108

Berdasarkan kedua gambar tersebut dapat diketahui bahwa sistem persamaan model
matematika COVID-19 pada penelitian ini mendekati titik P;/ dengan waktu t — 400 sehingga
dapat disimpulkan bahwa sistem persamaan tersebut stabil menuju titik kesetimbangannya, yaitu

tittkk  kesetimbangan

endemik dengan nilai

105,8,674586645 x 10°,7,690712063 X 10°).

P;(8,457614689 x 107,3,751758724 x
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Gambar 4.3 Grafik Simulasi Model Matematika Penyebaran COVID-19 Pada Populasi
SEIR

Gambar 4.3 menunjukkan bahwa setiap individu yang terinfeksi dapat menularkan
penyakit COVID-19 kepada individu rentan, sehingga terjadilah penyebaran penyakit COVID-19
yang meluas. Populasi individu rentan terhadap penyakit COVID-19 akan mengalami kestabilan
secara asimtotik pada waktu tertentu dengan populasi mencapai 8,457614689 x 107.

Populasi individu rentan menjadi individu terpapar akan mengalami penurunan karena
adanya upaya pencegahan sebelum menjadi individu terinfeksi misalnya dengan melakukan
karantina dll., dan juga dengan adanya kematian akibat penyakit pada populasi tersebut. Populasi
individu terpapar akan mengalami kestabilan dengan populasi mencapai 3,751758724 x 10°.

Populasi individu yang terpapar menjadi individu terinfeksi akan mengalami penurunan
karena terdapat laju penyembuhan dan kematian yang disebabkan oleh penyakit pada populasi
tersebut. Populasi orang yang terinfeksi akan mengalami kestabilan dengan populasi mencapai
8,674586645 x 10°.

Populasi orang yang sembuh juga akan mengalami penurunan karena terdapat kematian
alami dan juga laju perubahan dari individu sembuh kembali menjadi individu rentan karena
berhubungan dengan sistem imunitas seseorang yang akan mengalami kestabilan dengan
populasi mencapai 7,690712063 x 10°.

KESIMPULAN

Berdasarkan analisis dinamik yang telah dilakukan didapatkan dua titik kesetimbangan
dari model matematika penyebaran COVID-19, yaitu titik kesetimbangan bebas penyakit dan titik
kesetimbangan endemik. Titik kesetimbangan yang pertama yaitu P; dengan kondisi di mana
tidak adanya penyebaran penyakit, menghasilkan nilai eigen yang mana salah satunya bernilai
positif, kedua di sekitar titik kesetimbangan P; dengan kondisi dimana adanya penyebaran
penyakit, menghasilkan dua nilai eigen riil negatif dan dua nilai eigen kompleks dengan bagian riil
negatif. Sehingga, berdasarkan analisis dinamik yang diperoleh menunjukkan bahwa untuk titik
kesetimbangan bebas penyakit P; tidak stabil dan untuk titik kesetimbangan endemik P; stabil
asimtotik yang artinya penyakit COVID-19 akan tetap ada namun seiring berjalannya waktu akan
menjadi konstan, artinya untuk setiap individu rentan, terpapar, terinfeksi, dan sembuh akan
stabil.
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