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Abstrak

Ruang #” dengan 1 < p < oo adalah himpunan barisan bilangan Riil yang memenuhi )5, |x,|? < co. Fungsi pada
ruang vektor X yang bernilai Riil yang memenuhi sifat-sifat norm-2 dinotasikan dengan [|-]| dan pasangan
(X, |I-,+11) disebut ruang norm-2. Ruang norm-2 dikatakan lengkap atau disebut ruang Banach-2 jika setiap barisan
Cauchy dalam ruang tersebut konvergen ke suatu elemen yang ada dalam ruang tersebut. Penelitian ini dilakukan
untuk membuktikan ruang #” pada norm-2 lengkap. Langkah pertama untuk membuktikan kelengkapan tersebut
adalah dengan membuktikan norm yang terdapat pada ¢ dengan 1 < p < o memenuhi sifat-sifat norm-2.
Selanjutnya membuktikan norm yang diturunkan dari norm-2 ekuivalen dengan norm pada #P. Selanjutnya
menunjukkan bahwa setiap barisan Cauchy dalam ruang #” konvergen ke suatu elemen yang ada dalam ruang 7.
Berdasarkan pembuktian tersebut diperoleh bahwa(#?, ||,-|[)a merupakan ruang norm-2 yang lengkap.

Kata kunci: Ruang #7; Ruang Norm-2; Ruang Banach.

Abstract

The space #P with 1 < p < oo is the set of real numbers that satisfy };—;|x, [P < co. The function in the vector space
X which has real value which fulfills the norm-2 properties is denoted by ||-,-|| and the pair (X, ||-,-]|) is called the
norm-2 space. A norm-2 space is said to be complete or called a Banach-2 space if every Cauchy sequence in the
space converges to an element in that space. This research was conducted to prove the ¢? space in the complete
norm-2. The first step to prove the completeness is to prove that the norm contained in #? with 1 < p < oo satisfies
the properties of norm-2. Next, prove that the norm derived from norm-2 is equivalent to the norm in #P. Next
shows that every Cauchy sequence in space £” converges to an element in space £7. Based on this proof, it is found
that (47, ||-,]]) is a complete norm-2 space.

Keywords: £” space; Norm-2 space; Banach space.

PENDAHULUAN

Konsep ruang norm pertama kali diperkenalkan oleh S. Banach, H. Hahn dan N. Wiener pada
tahun 1922, kemudian teorinya dikembangkan oleh S. Banach pada tahun 1932. Ruang norm adalah
ruang yang dibangun dari ruang vektor dengan norm yang didefinisikan di dalamnya. Fungsi pada ruang
vektor X yang bernilai Riil yang memenubhi sifat-sifat norm dinotasikan dengan ||-|| dan pasangan
(X, |I-])) disebut ruang norm [1].

Konsep ruang norm-2 diperkenalkan oleh Gahler pada tahun 1960-an, yakni suatu ruang vektor
yang dilengkapi dengan fungsi norm-2. Pada hal ini, norm-2 adalah suatu fungsi Riil dari dua buah
vektor dengan sifat-sifat yang serupa dengan sifat-sifat norm. Oleh sebab itu, konsep norm-2 dapat
dilihat sebagai bentuk perkembangan dari konsep norm. Norm-2 dinotasikan dengan ||-,-|| dan pasangan
(X, |I-,I) disebut ruang norm-2 [2].

Terdapat beberapa contoh ruang norm yang dilengkapi dengan masing-masing
karakteristiknya, salah satunya adalah ruang ¢?. Menurut Alsina, dkk (2010) ruang ¥ dengan1 < p <
oo adalah himpunan barisan bilangan Riil x = (x4, x5, ...) yang memenuhi Y57 |x, |P < oo [3]. Norm-2
pada £P dengan 1 < p < oo terdapat dua versi yaitu versi Gahler dan versi Gunawan.
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Pada tahun 2001, Hendra Gunawan dan M. Mashadi mengkaji hubungan antara ruang Banach-2
dengan ruang Banach, yang dibuktikan dengan kekonvergenan norm-2 ekuivalen dengan norm yang
diturunkan dari norm-2. Terkait dengan hal tersebut, maka terdapat ide mengenai ekuivalensi di ruang
norm. Oleh karena itu, perlu untuk mengkaji tentang ruang P pada norm-2 lengkap.

Pada penelitian sebelumnya, Sukran Konca, dkk (2016) dalam tulisannya “A New Z2-Inner
Product on the Space of p-Summable Sequences” membahas tentang hasil kali dalam-2 dan norm-2 pada
¢P yang memenuhi hukum jajargenjang. Selain itu, pada penelitian tersebut juga membuktikan ruang
(¢2,11,/l25,w) merupakan ruang Banach-2 [2].

Penulis terinspirasi dari penelitian tersebut sehingga penulis meneliti ruang ¢ pada ruang
norm-2 lengkap.

KAJIAN PUSTAKA
Definisi 2.1
Misalkan X adalah ruang vektor atas R. Norm dinotasikan dengan ||-||. Norm pada X adalah suatu fungsi
I-]l: X = R untuk setiap x,y € X dan « € R memenuhi sifat sebagai berikut:
a. |lx]l =0; (Sifat Tak negatif)
|lx|| = 0jika dan hanya jika x = 0.
b. [Jax|| = |al|l|x]|. (Sifat Homogenitas)
¢ llx+yll < lixll + llyll. (Ketaksamaan Segitiga)

Pasangan (X, ||-||) dinamakan ruang norm [1].

Definisi 2.2

Misalkan X ruang vektor riil dengan dim (X) > 2. Norm-2 pada X adalah suatu pemetaan ||,-|[: X X X —
R untuk setiap x,y,z € X dan a € R memenuhi sifat-sifat berikut:
a. llxyll =0 ( Sifat Tak negatif )
llx, y|| = 0 jika dan hanya jika x dan y bergantung linier.
b. [[x, ¥l = lly, x|l ( Sifat Simetris )
¢ llax,yll = lalllx, yll ( Sifat Homogenitas )
d. llx+yzll < llx z||l + |y, zI|. ( Ketaksamaan Segitiga )
Pasangan (X, ||-,]|) disebut ruang norm-2 [2].

Berikut ini didefinisikan barisan konvergen dan barisan Cauchy yang bersumber dari jurnal ditulis oleh
Raflesia, Ulfasari [6]:
Definisi 2.3

Misalkan (X, ||,-||) adalah ruang norm-2. Suatu barisan (x;) di X dikatakan konvergen ke x € X jika
untuk setiap € > 0 terdapat K(¢) € N sedemikian sehingga untuk setiap k > K(¢) berlaku:
[|xr — x,y|| < € untuk setiap y € X. 3)
Definisi 2.4
Misalkan (X, ||-,-||) adalah ruang norm-2. Suatu barisan (x;) di X dikatakan barisan Cauchy jika untuk
setiap € > 0 terdapat K(¢) € N sedemikian sehingga untuk setiap m, k > K (¢) berlaku:
l|xx — xXm, ¥|| < € untuk setiap y € X. (4)

Definisi 2.5
Misalkan (X, ||-,-||) adalah ruang norm-2, X dikatakan lengkap jika untuk setiap barisan Cauchy (xj)
dalam X konvergen ke suatu x € X. Ruang norm-2 yang lengkap disebut ruang Banach-2.

Definisi 2.6 (Ruang £7)

Ruang #? dengan (1 < p < o) adalah ruang vektor yang merupakan ruang barisan bilangan riil yang
elemennya dinotasikan dengan x = (x,) = (x1,%,X3,...) sedemikian sehingga |x;|P + [x,|P + -+
konvergen sehingga Y ;1 |x, [P < oo.

Norm pada #? didefinisikan sebagai berikut:
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Il = (va’) (5)
n=1

untuk setiap x = (x,) [3].
Definisi 2.7 (Ruang £*°)
Ruang ¢ adalah ruang vektor yang merupakan ruang barisan bilangan kompleks atau bilangan riil yang
terbatas. Secara umum, elemen dari £#*ditulis dengan x = (x, x,, x5 ... ) ataux = (x,,) dengann € Ndan
X, € Catau R. Sehingga berlaku, |x,| < M dengan M € R dan konstanta M > 0.
Norm pada #* didefinisikan dengan:

1x]le = suglxnl untuk setiap x = (x,,) dan x,, € C atau R. 9)

ne

PEMBAHASAN

Didefinisikan norm-2 pada P dengan 1 < p < oo sebagai berikut:

1

p
= 11
I, ZZ|d ) (11)

i=1j=
untuk setiap x = (x;) dany = (y;) di ¢P.
Ketika p = oo, didefinisikan norm-2 pada > sebagai berikut:

i X
Il = supsup|det Gr )l (12)

dengan x = (x;) € £* dany = (y;) € £*.
Teorema 3.1.
Fungsi yang didefinisikan pada (11) merupakan norm-2 pada ¢”.
Bukti: Ambil sebarang x,y,z € ¥ dan a € R.
a. Akan ditunjukkan ||x, ||, = 0 dan [|x, y||, = 0 jika dan hanya jika x, y bergantung linier.

1

P 1 o o0
lx yll, = ZZ|de yi y] = 522|xi3’j_xj}’i|p

i=1j= i=1j=1
Berdasarkan definisi nilai mutlak |x;y; — x;y;| = 0 sehingga

14

p

1 oo (o]
Ez Z|xin —x:]" | =0

i=1j=1
untuk setiap x;,y; € R. Jadi, terbukti bahwa [|x, y||, = 0.

(=) Jika ||x, y|l, = 0 maka x, y bergantung linier.
1

00 p

e : p
eyl =[5 Y Jdet(5 )]
i=1j=1
1
co oo 14
1
= EZZ' in_(iji)|p
i=1j=1
=0. (13)

Karena berlaku (13) dan x,y adalah sebarang elemen di #”, maka ada kemungkinan (x;) bukan
kelipatan (x;). Tanpa mengurangi keberlakuan secara umum, misalkan

x=ky
X Vi
() =% ()
atau (x;) = k(y;) dan x; = k(y;) dengan k adalah suatu skalar.
Jadi, terbukti bahwa x, y bergantung linier.
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(<) Jika x, y bergantung linier maka ||x, y|| = 0.
Diketahui x, y bergantung linier, misalkan

Xj

Sehingga diperoleh,

1

1 o X P P
leyll, =5 > |det(y,

i=1j=1

. 1 o~ kyl kyj)|p
B ZZZ|dEt(3’i Vi

i=1j=1

= %i ilkyi(yi) ~ky 00" | =0

i=1j=1
Terbukti bahwa, jika x, y bergantung linier maka ||x, y|| = 0
b. Akan ditunjukkan [|x, y||,, = [[y, x[l,.

B 1 o o0 ; %, P
”xly”p_ EZZ| et Vi y]

SRl

S

i=1j=1
1
1 © oo P
=32 2 1Ga) = ool
i=1j=1
1
1 o oo P
= EZZKJ’J'XL')—(%XJ)F
i=1j=1

- 222 y] yi)

||y,x||p
c. Akan ditunjukkan [[ax, y|l, = |a|l|x, yll,.

o o P
lax, yll, = ;zzwet(";’jﬁ )

S

Il Il
()
Q N| =
S IPMIs
<R .
NgE
N =
IS
s 2
s 2
i
oy = &
o
-t
PR ==
= & N
=
< R
N——
=

= |alllx, yllp-
d. Akan ditunjukkan |[x + y, z||,, < [Ix, zl, + ||y, zll,..

I xi+yi xi+yi\|P
lx+y, zll, = EZZ‘ (l l ]zj 1>|

i=1j=1

1

(xi) =k G,/Jl) dengan k adalah suatu skalar.

Sri Utami

205



|-

1
= ZZZle-l'YL)Z] (xj+y])Zl|

i=1j=1
1
1o o X X Vi Yiv|P ?
(1 i% i Y
= ZZZ|det(zi Zj)+det(zi Zj)|
i=1j=1
1 1
1 o X 1 o o y » p
1 i J
< 222|d6t(2i ZZZ|det Z]_)l
i=1j=1 i=1j=1
= |lx, zll, + lly, Il
Jadi, fungsi yang didefinisikan pada (20) merupakan norm-2 pada #¢?.
Secara umum, misalkan (X, |-,-]|) ruang norm-2, dapat dipilih {a4, a5} himpunan bebas linier di

X, sehingga dapat didefinisikan [|x||;, di X sebagai berikut:

1
llxlly = [llx, ayll} + llx, a;|l]> dengan 1 < p < oo.

Sehingga, norm ||x||3 di (¢7, ||-|l,,) dapat didefinisikan sebagai berikut:
1
2l = [llx, aqlI% + llx, azlI2]?. (14)
dengan {ay, a,} adalah himpunan bebas linier di £2.
Apabila p = oo norm ||x||% di (€%, ||-,'||») didefinisikan sebagai berikut:
lx|l5% = sup{llx, allc, l1x, azlle} , (15)

Teorema 3.2.
Misalkan ({a4, a;} himpunan bebas linier di #7, maka fungsi

1
Ixlly, = [llx, aqllp + llx, azll5]? x € P

mendefinisikan norm di £7.
Bukti: Ambil sebarang x,y € ¥? dan «, 8 € R.
a. Akan ditunjukkan |[x||;, = 0 dan ||x||;, = 0 jika dan hanya jika x = 0.

1, P
det< @ (2)>
i=1j=1

»
det( @ (2))

v »

= EZ Z:|xia]2 - (xjai2)| .

Berdasarkan definisi nilai mutlak |xl-a]-2 — (xja?)| = 0. Begitu pula dengan ||x, az||§ > 0, sehingga

[oe]

%, aqll} =

NIH

o)

1200
2

=1=

1
lxl = [le, a1||£ + [|x, azllg]g > 0. ]adi, terbukti bahwa [|x][|; = 0.
(=) Jika ||x||;, = 0 akan ditunjukan x = 0.
Karena ||x||;, = 0 diperoleh ||x, a4||,, = |[x, a4]l, = 0.Karena ||x, a;]|, = 0 maka x dan a; bergantung
linier, sehingga diperoleh x = fa;. Dengan mensubstitusikan x = fa; maka |[x,a;ll, =
lBay, azll, = |Blllay, azll, = 0. Karena {a,,a,} bebas linier, maka ||ay,a;|l, # 0. Persamaan
|Blllay, azll, = 0 hanya dapat terpenuhi jika § = 0 sehingga diperoleh x = 0
(&) Jika x = 0 akan ditunjukan ||x]|; = 0.
Karena x = 0 artinyax,, = 0 untuk setiapn € N, sehlngga dlperoleh

Ixll;, = [llx, aqll; + llx, azllg]” [110, aqll; + 110, azllp]” =
Jadi, terbukti bahwa ||x||}, = 0 dan ||x||;, = 0 jika dan hanya ]1ka x=0.
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b. Akan ditunjukkan [[ax||; = |a|||x|[}.
1
laxlly = [llax, aq |, + llax, az||5]?
1
= [lalP(llx, a1llh + llx, azl15)]?

1 1
= [lalPIe[llx, aqll} + llx, az|l5]?
= lalllxll, -
c. Akan ditunjukkan |[x + yll; < [|x][}, + ||yl dengan menggunakan Ketaksamaan Segitiga.
1
lx + yll; = [llx + ¥y, a1ll” + [Ix + y, a,|IP]

1

< [Ullx, aqll + lly, a11DP + (llx, @zl + lly, az )P

1
< [(lx, aqll + lIx, az21DP]? + [(ly, a1ll + Iy, az|DP]P
= ||lxll; + Iyl
Karena ||x||;, memenuhi sifat-sifat norm maka ||x||;, mendefinisikan norm pada £?.
Lemma 3.3
Jika barisan (xj) konvergen ke x € £ dalam norm-2 ||-,-||,, maka berlaku Ili_r)glollxk —x,a4|l, =0 dan

Ilim lxx — x, az|l, = 0 dengan {a,, a,} himpunan bebas linier di £?. Jika barisan (x;) Cauchy di ruang
norm-2 (£7,|+l,) maka berlaku lim [lxg — X, a4ll, =0 dan lim ||x, — xp, azll, =0 dengan
k,m—coo k,m—-co

{a4,a,} himpunan bebas linier di #?.
Definisi 3.4
Misalkan X adalah ruang vektor dan terdapat dua norm di X yang dinotasikan ||-|| dan ||-||*. Norm |||
dan [|-||* ekuivalen jika terdapat «, 8§ € R sehingga untuk setiap x € X berlaku

allx|l < llx[[* < Bllx]|- [5]
Teorema 3.5
Misalkan {a,, @, } himpunan bebas linier di £, maka norm ||-||;, ekuivalen dengan norm [|-[|,,.

Bukti: Ambil sebarang x € #P. Tanpa mengurangi keumuman, a; = ajgl) = (1,0,0,..) dan a, = a? =

J
(0,1,0,...) dengani,j € N.

Il anlly = > Jx”

j#1
[00]
Iz azlly = > |
j£2
1 o oo P 00 %
Il = [ aslly + e azlf] = | Y gl + D [gl"| = {1l + el +2 ) |57

j#1 j#2 jz3

1

oo P co D 1

p b P

Ially = | D sl | < [l + beal? +2 Y || = [l @l + 1z azl]e = Nl
j=1 j=3

Sehingga diperoleh bahwa ||x|[,, < ||x|[3.

had 1 d p 1
D = P =
x|l = 121 [P + [x2]P + 2 E x| | < 27 g | ]" | = 27llxll, .
j=3 j=1

Sehingga diperoleh bahwa [|x||; < 25||x||;‘,

1
Oleh karena itu, dapat disimpulkan bahwa ||x[|,, < [|x|l; < 25||x||p. Jadi, terbukti bahwa ||x||;, ekuivalen

dengan norm |[|x|[,.
Teorema 3.6
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Barisan (x;) konvergen ke x € £ dalam norm-2 ||-,-||,, jika dan hanya jika barisan (x;) konvergen ke
x € £P dalam norm ||-||,,. Begitu pula dengan (x) barisan Cauchy di ruang norm-2 (£?, ||,-|l,,) jika dan
hanya jika (xj) barisan Cauchy di ruang norm (£7, |||l ,,).
Bukti: Ambil sebarang x, y € £P dan barisan (xy), (x,,) € P.
a. (=) Jika barisan (xj) konvergen ke x € £ dalam norm-2 ||-,-||,, akan ditunjukkan barisan (x)
konvergen ke x € £¥ dalam norm ||-|[ ..
Dari Lemma 3.3 diperoleh Ili_)rg)llxk —x,a4|l, = 0dan ;li_{go”xk — x,a;||, = 0 sehingga,
Jim [l = 1l = Jim llxi =%, @sll, + Jim [lxi = x,asll, = 0+0 = 0.
Karena Ili_{gollxk —x|l; =0 artinya barisan (xj) konvergen ke x € £ terhadap norm [|-[|;.

Berdasarkan Teorema 3.5 maka (xj) juga konvergen ke x € £ terhadap norm [|-||,,.
(&) Jika barisan (xj) konvergen ke x € £ dalam norm |||, akan ditunjukkan barisan (xj)

konvergen ke x € £¥ dalam norm-2 ||-,-|| .

Ambil sebarang y € ¢P dan pilih € = ﬁ, maka untuk setiap € > 0 terdapat K(¢) € N sedemikian
14

sehingga untuk setiap k > K(¢) dengan k € N berlaku
I3
[lxp — x|, < ——.
TPy
Pilih K; (¢) = K (&) sedemikian sehingga untuk setiap k > K; (&) berlaku
lxx — 2, ¥, < llxx — xll, ¥l (Ketaksamaan Hadamard)

<—— iyl
Iyl P

=e.
b. (=) Jika (xy) barisan Cauchy di ruang norm-2 (¢?, ||-,-||,,) akan dibuktikan (x) barisan Cauchy di
ruang norm (€7, ||-||,,).
Dari Lemma 3.3 maka diperoleh lim |[xg —xp, a4/, =0 dan lim [|x; — x4, azll, =0
k,m—co k,m—oo

sehingga, lim ||xg — x,ll; = lim [[xg — xp, aqll, + lim |[xg — xp, az|[, =0+ 0 = 0.
k,m—co k,m—coo k,m—coo

Karena klim |lxg — x|l = 0 artinya (x;) barisan Cauchy terhadap norm ||-|[3,.
,M—00

Berdasarkan Teorema 3.5 maka (xj) juga barisan Cauchy terhadap norm |||,
(<) Jika (xi) € £P barisan Cauchy di ruang norm (#?, ||-||,,) akan dibuktikan (xj) barisan Cauchy di
ruang norm-2 (€%, |[-,||,,).

Ambil sebarang y € ¢P. Pilih € = maka untuk setiap € > 0 terdapat K(¢) € N sedemikian

£
vl
sehingga untuk setiap k,m > K(¢) berlaku
£
xk — xXmllp < ———
T iyl
Pilih K; (¢) = K(¢) sedemikian sehingga untuk setiap k, m > K; (¢) berlaku
lxk — X ¥llp < X — Xl 131l ( Ketaksamaan Hadamard )

<——Iiyll
Iyl "

=e&.

Akibat 3.7

Ruang norm-2 (7, ||-,-||,,) merupakan ruang Banach-2.

Bukti: Misalkan (xj) barisan Cauchy di ruang norm-2 (¢?, ||-,-||,). Berdasarkan Teorema 3.6 diperoleh
(xx) juga barisan Cauchy di ruang norm (€7, |-|[,,). Karena ¢? terhadap norm ||-||, merupakan ruang
norm yang lengkap, akibatnya (xj) konvergen ke x € £? terhadap norm |[|-||,,. Berdasarkan Teorema
3.6 diperoleh (xj) juga konvergen ke x € ¢? terhadap norm-2 ||--||,. Sehingga diperoleh bahwa
(£?, 1"l ;) merupakan ruang norm-2 yang lengkap atau disebut dengan ruang Banach-2.

Langkah yang sama untuk membuktikan bahwa (¢%, ||, ||,,) merupakan ruang norm-2 yang
lengkap.
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Teorema 3.8
Fungsi yang didefinisikan pada (12) merupakan norm-2 pada £.

Teorema 3.9
Misalkan ({a4, a;} himpunan bebas linier di £, maka fungsi

lxll% = sup{llx, alle, I, @2l ,  x € £P
mendefinisikan norm di £7.
Teorema 3.10
Jika barisan (x;) konvergen ke x € £*° dalam norm-2 ||-,-|| ., maka berlaku llim ||xr — x,a4llc = 0 dan

’lim llxx — x,a3||, = 0 dengan {a4, a,} himpunan bebas linier di £*. Jika barisan (x;) Cauchy di ruang
norm-2 (%, ||-;|lo) maka berlakuk lim |lx — xpaqllo =0 dank lim [|xg — xp, azlleo = 0 dengan
,M—00 ,M—00

{a4, a5} himpunan bebas linier di £*.

Teorema 3.11
Norm ||x||5 ekuivalen dengan norm ||x||,, pada£®.
Bukti: Ambil sebarang x € £* dan {a, a,} adalah himpunan bebas linier di £*.

Tanpa mengurangi keumuman, a; = (a}l)). = (1,0,0,0...) dan a, = (a}z)). = (0,1,0,0 ...) dengan j €
j j

N.

Diperoleh, ||x,a4|lc = sup |x,|dan||x,azlle = sup [x,].
neN/{1} neN/{2}

/1% = sup{llx, a1lle, lIx, azllo}

=supy sup |xn|, sup |xg]

neN/{1} neN/{2}
= Sup{lxlli |x2|' |X3|, }
= sup |xy|
neN
= {1l o

Diperoleh bahwa, ||x||% = |[X]| -

Teorema 3.12

Barisan (x;) konvergen ke x € #* dalam norm-2 ||-,-||, jika dan hanya jika barisan (x;) konvergen ke
x € £* dalam norm ||| .. Begitu pula dengan (x},) barisan Cauchy di ruang norm-2 (¢%, ||-,-||) jika dan
hanya jika (xj) barisan Cauchy di ruang norm (%, |||l ).

Akibat 3.13
Ruang norm-2 (¢, ||-,||») merupakan ruang Banach-2.
KESIMPULAN
Berdasarkan hasil pembahasan diperoleh kesimpulan bahwa fungsi ||-,-|| pada #” dengan 1 < p <
oo memenuhi sifat norm-2, sehingga (¢7,]|-;-]]) merupakan ruang norm-2. Selanjutnya, (7, |-

merupakan ruang norm-2 yang lengkap dengan menunjukkan setiap barisan Cauchy dalam ruang ¢?
konvergen ke suatu elemen yang ada dalam ruang ¢P.
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