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Abstrak

Ketaksamaan Holder merupakan ketaksamaan dasar yang ada di analisis fungsional.Ketaksamaan Hoélder
banyak digunakan untuk membuktikan ketaksamaan lain. Pada penelitian ini dilakukan pengembangan
pengaplikasian ketaksamaan Holder di ruang Lebesgue dengan variabel eksponen dan ruang Morrey
dengan variabel eksponen. Ketaksamaan Hdélder yang digunakan adalah Ketaksamaan Hélder integral
karena ruang Lebesgue dengan variabel eksponen dan ruang Morrey dengan variabel eksponen
merupakan ruang fungsi. Penelitian ini menunjukkan syarat cukup ketaksamaan Hélder di ruang Lebesgue
dengan variabel eksponen dan ruang Morrey dengan variabel eksponen sesuai dengan norm fungsi dan
karakteristiknya.

Kata kunci: Ketaksamaan Holder; Ruang Lebesgue dengan Variabel Eksponen; Ruang Morrey dengan
Variabel Eksponen; Syarat Cukup

Abstract

Holder inequality is a basic inequality in functional analysis. The inequality used for proofing other
inequalities. In this research, the development of the application of the Holder inequality in the Lebesgue
spaces with variable exponent and Morrey spaces with variable exponent. The integral Holder inequality
is used because the Lebesgue spaces with variable exponent and Morrey spaces with variable exponent is
a function space.This research shows the sufficient condition of Hélder inequality in Lebesgue spaces with
variable exponent and the Morrey spaces with variable exponent according to the norm of the function
and its characteristics.

Keywords: Holder Inequality; Lebesgue Spaces with Variable Exponent; Morrey Spaces with Variable
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PENDAHULUAN

Matematika merupakan disiplin ilmu yang paling awal berkembang dan dikenal [1]. [lmu
matematika berkembang sangat pesat sejak sekitar 4000 tahun lalu. Salah satu cabang ilmu
matematika yang termasuk induk dari ilmu matematika adalah bidang analisis yang juga
mengalami perkembangan yang sangat pesat. Salah satu ruang dalam analisis yang memiliki
peran penting yang sering dibahas adalah ruang Lebesgue atau dikenal dengan simbol LP. Ruang
lebesgue merupakan ruang Banach di mana 1 < p < o0. Ruang Lebesgue memiliki peranan
penting dalam bidang ilmu di bidang analis terutama pada Analisis Fungsional, Teori Ukuran,
Teori Integral, dan lainnya. Pada tahun 1991, Kovacik mengembangkan ruang Lebesgue dengan
variabel eksponen atau bisa dilambangkan dengan LP®) [2]. Misalkan 1 < p(-) < oo danp(-) €
P(R™), ruang Lebesgue dengan variabel eksponen didefinisikan sebagai

PO®™) = {f € 170 [ llpo < o0}, (L1

di mana normnya didefinisikan sebagai
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1

If Nl o = ( Rnlf(x)lp(')dx>p(').

Masing-masing ruang fungsi memiliki kondisi lemahnya, begitu juga dengan ruang Lebesgue.
Misalkan 1 < p() < oo. p(-) € P(R*n). Ruang Lebesgue lemah dengan variabel eksponen
wLPO) (Rn ) adalah himpunan semua fungsi terukur f : R® — R sehingga [3]

(1.2)

1
Ifllyppr = sup 2 I{x € R™: [f ()] > AP0 < oo, (1.3)
>

dengan |[x € R™: |f(x)| > A| menyatakan ukuran Lebesgue dari x € R™ : [f(x)| > A
C.B. Morrey memberikan perumuman dari ruang Lebesgue yaitu ruang Morrey atau
dilambangkan dengan M;’ di mana 1 < p < oo [4]. Dalam perkembangannya, ruang Morrey yang

dikembangkan oleh Almeida di mana 1 < q(-) < oo dan p(-) pada P(R") dikenal dengan ruang
Morrey dengan Variabel Eksponen yang dilambangkan dengan Mé’((_')).
Misalkan1 < p(-) < q(*) < oo, p(-).q(-) € P(R™), maka ruang Morrey dengan variabel
eksponen Mg8 (R™) didefinisikan sebagai [3]
M(i’(ﬁ')) (R") = { £ € LPO (RM): |If| s < oo}, (1.4)

di mana normanya didefinisikan sebagai,
1

1 _1 p() 1.5
il 0 = sup [BGar)fE0 v<~>(f FG) PO dx) . (45)
B(a.r)

a() aeR™. r>0
Sedangkan wM(f((f)) sebagai ruang Morrey lemah dengan variabel eksponen. Misalkan 1 < p(:
) <q() <o, p(-).q(-) € P(R™), maka norm dari Ruang Morrey lemah dengan variabel
eksponen WM&%) (R™) didefinisikan sebagai [3]
1 1
f y= su B(a.r)|a® PO
I |IwM§(;)> ) rpy>0| (a.n)l Y (16)
1
|{x € B(a.1): [f(x)| > y}|PO < oo.

dengan |{x € B(a.r): |[f(x)| > y}| menyatakan ukuran lebesgue dari {x € B(a.r): |f(x)| > y}.

Selain ruang fungsi, topik pembahasan yang banyak dibahas dalam penelitian adalah
ketaksamaan. Salah satu ketaksamaan yang ada pada bidang analisis adalah Ketaksamaan
Holder. Ketaksamaan Holder pertama kali diperkenalkan Leonard James Rogers pada tahun
1888 dan kemudian diperbaiki oleh Otto Holder pada tahun 1889 [5]. Ketaksamaan Hdlder
sendiri merupakan salah satu ketaksamaan yang digunakan untuk membuktikan ketaksamaan-
ketaksamaan lain bidang analisis. Pengaplikasian pertama pada ketaksamaan Hoélder adalah di
ruang Lebesgue menggunakan Hoélder konjugat sebagai syarat cukup untuk membuktikannya.
Setelah berjalannya waktu banyak pengembangan-pengembangan yang dilakukan oleh para
peneliti. Salah satunya adalah Ifronika (2018) yang mengaplikasikan ketaksamaan Hoélder di
ruang Morrey di mana pada penelitian ini peneliti menunjukkan syarat cukup dan syarat perlu
membuktikannya [6]. Ketaksamaan Holder yang digunakan adalah Ketaksamaan Holder
integral.

METODE
Langkah-Langkah Penelitian

Langkah-langkah yang dilakukan untuk membuktikan syarat cukup ketaksamaan Hoélder
pada ruang fungsi tersebut adalah:
1) Menunjukkan definisi norm masing-masing di ruang Lebesgue dengan variabel eksponen
dan ruang Morrey dengan variabel eksponen.
2) Mengaplikasikan definisi norm masing-masing ruang tersebut pada ketaksamaan Hoélder.
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3) Membuktikan syarat cukup ketaksamaan Holder di ruang Lebesgue dengan variabel
eksponen dan ruang Morrey dengan variabel eksponen menggunakan definisi norm pada
masing-masing ruang

4) Menarik kesimpulan atas hasil yang telah dibuktikan

HASIL DAN PEMBAHASAN
Syarat Cukup Ketaksamaan Hélder di Ruang Lebesgue dengan Variabel Eksponen
Teorema 1.1 Misalkan p().p1().p2(:) € P(RM), sedemikian sehingga

L+ <X Jikaf(x) € LP1O (RM) dan g(x) € LP2O) (R™) maka
p1() P2() p()
fgllpo < 1f Il pr0llgllp0 (1.7)
dimana fg € LPO(RM).
Bukti. Diketahui p(-).p;(-).p2(-) € P(R™) dan — 4+ <— kemudian dari definisi

p1() P2(~) p()
Ifgll,pe) diperoleh,

1

Ifgllpe = f |f(X)g(X)|p()dx>

1

( f FGOPO |g(x)|p20dx> "

1

170}
If(X)Ipl(')dx X Ig(x)lpz(')dx>
[RTL
1 1

p2()

< < If(x)lz"l(')dx>m X < Ig(x)l”z(')dx>
R” R"

= Ifllpr0llgllp20
Jadi syarat cukup ketaksamaan Hélder di ruang Lebesgue dengan variabel eksponen adalah
1

p().p1().p2(*) E.‘P(R")danm +p—() <5

Syarat Cukup Ketaksamaan Holder di Ruang Lebesgue Lemah dengan Variabel Eksponen

Teorema 1.2 Misalkan p().p1().p2(-) € P(R™), sedemikian sehingga

pl( ; pl() p() Jika f(x) € wLP1O (R™) dan g(x) € wLP>O) (R™) maka
1\ 2(-
Ifgll,, oo < WFI, o0 g, Lpa0 (1.8)
di mana fg € wLPO(RM)
Bukti. Diketahui p(-).p,;(:).p2(-) € P(R™) dan —~ 4+ < kemudian dari definisi

p1() P2() p()
1

Wf gl = SUM [{x € R™: |[f()g ()| > A}[PO

1

< sup Al{x € R™:|f ()llg(0)l > 43P0
< igg&(ux € R™:IF (Ol > IR0 |(x € R™: |g(0)| > D0

1 1
< sup|{x € R™|f(x)| > A}|P1O x sup A |{x € R™:|g(x)| > A}|r=0
A>0 A>0

= £, e gl Lp20
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Jadi syarat cukup ketaksamaan Hélder di ruang Lebesgue dengan variabel eksponen adalah

p().p1().p2() €P(R™) danm +;() < %

Syarat Cukup Ketaksamaan Holder di Ruang Morrey dengan Variabel Eksponen

Teorema 1.3 Misalkan p(-).p;(-).p2(") ESD(R”) dan q(-).p1(-).p2(-) € P(R™), sedemikian

1
—_ <
o =209 oG5 Yoo S p()]’k"

f(x) € Mpl()(]R{”) dan g(x) € MPZ()(R”) maka

sehingga —

||f||M5(;)> < ||f||M;11((_))||g||M;22((~)) (1.9)
dimana fg € M;(())(]R{")
Bukti. Diketahui p(-).p;().p2(-) € P(R™). q(-).q1().q2(") € P(R™) dan ﬁ +p1() g%,
1\ 2(- .
1 1

=0 T Go q() — kemudian dari definisi ||fg||Mp(()) diperoleh,
1
11 o YO
Ifgll, ;e = sup [B(a.r)[e0 PO f If () g () PO dx
qac) a€eR™. r>0 B(ar)
1

1
< sup |B(a.r)|e0) rO

a€eR™. r>0 )
[70)
( [ ir@poigeoro dx)
B(a.r)
1 1 1
< sup [B(a.r)|a10 10 |B(a.r)[a20 P20
a€eR™. r>0

{( [ irepo dx) ( [ 1georo dx)}m
B(a.r) B(a.r)

1
11 7100
< sup |B(a.r)[n® piO f |f ()P0 dx
a€eR™. r>0 B(ar)

1

11 p2()
X sup |B(a.r)|ez0 20 <f lg (x)|P20) dx>
a€eR™. r>0 B(a.r)
= Ifll,ps0llgll, P20
f w19 Nacz
Jadi syarat cukup ketaksamaan Hoélder di ruang Lebesgue dengan variabel eksponen adalah
p()-p1()-p2() € P(R™). q().q1()-q2(") € P(R™) dan

PO P2 PO @O 4z —al)

Syarat Cukup Ketaksamaan Hoélder di Ruang Morrey Lemah dengan Variabel Eksponen

Teorema 14 Misalkan p(-).p1().-p2(*) E?(R") dan q(-).p1(-).p2(-) € P(R™), sedemikian
sehingga . Jika

<1 g
1(> oo S0 Y e Yo, S p()

f(x) € WM:l(()) (R™) dan g(x) € WMCZZ((_'))(R") maka

AN v < lIfII ollgll o)
f WMy f wMglcs g WMz (3.4)

dimana fg € WJV[;)(())(]R”)
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Bukti. Diketahui p(-).p1().-p2(-) € P(R™). q(-).q1(-).q2(-) € P(R") dan + ,
p1() P2 ()

1 1 1 . e .
<— .
o0 + w0 S0 kemudian dari definisi || fgl|, PO diperoleh,
1
Ifgll,\ep> =  sup [B(a. T)I‘*” P”)/I{x € B(a.r):|f (x)g()| > y}IPO
q() a€eR™. r.y>0
1
< sup |B(a. r)Iq” P”)fl{x € B(a.m):|f()lg()| > y}PO
a€ER™. r.y>0
N N
< sup |B(a.r)|1®O 710 |B(a.r)|920 »20
a€eR™. r>0

Yitx € Bar: [f@)llg@o)l > o
< sup  |B(@n)n0 70y |(x € Ba.r): |f ()] > y}[n0

aeRrR™. r.y>0
1 1 1
X sup |B(a.r)[e=20 P20y |{x € B(a.7):|g(x)| > y}|P=0
aeRrR™. r.y>0

= ||f||me((~))||gllep(<-))
q( q(
Jadi syarat cukup ketaksamaan Hoélder di ruang Lebesgue dengan variabel eksponen adalah

n n 1 Lt 1 1 1
p().-p1().-p2() € P(R™). q().q1().q2(") € P(R )danp O pz(.) <20’ 70 T oo S0

KESIMPULAN

Berdasarkan hasil penelitian yang telah dibahas, maka penulis dapat menyimpulkan bahwa syarat
cukup ketaksamaan Holder diruang Lebesgue dengan variabel eksponen dan lemahnya adalah

p().p1().p.(-) € P(R™) dan pl() +pi() S%. Sedangkan syarat cukup ketaksamaan Holder

1\’ 2( :

diruang Morrey dengan variabel eksponen dan lemahnya adalah p().p;(-).p,() €
1

1 1 1 1

PRY. 40)-0:0)-02() € PRY. s 4L < —dan s+ L <
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