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Abstrak 

Graf koprima dari suatu grup 𝐺 adalah graf Γ𝐺  dengan 𝐺 sebagai himpunan titiknya dan dua titik berbeda 
terhubung langsung jika dan hanya jika orde keduanya relatif prima. Misalkan 𝑝 adalah bilangan prima, maka 
𝐺𝑝 melambangkan grup perkalian matriks 2 × 2 upper unitriangular atas ring bilangan bulat modulo 𝑝. 

Penelitian ini bertujuan untuk mengetahui graf koprima Γ𝐺𝑝
 serta menentukan indeks eksentrisitas Zagreb 

pertama dan kedua dari graf koprima Γ𝐺𝑝
 untuk 𝑝 ≥ 3. Hasil dari penelitian ini adalah sebagai berikut. 

1. Indeks eksentrisitas Zagreb pertama dari graf koprima Γ𝐺𝑝
adalah 

𝐸1(Γ𝐺𝑝
) = 4𝑝 − 3. 

2. Indeks eksentrisitas Zagreb kedua dari graf koprima Γ𝐺𝑝
 adalah 

𝐸2(Γ𝐺𝑝
) = 2𝑝 − 2. 

Kata kunci: Indeks eksentrisitas Zagreb pertama; Indeks eksentrisitas Zagreb kedua; Graf koprima; Matriks 
upper unitriangular 

Abstract 

The coprime graph of a group 𝐺 is a graph Γ𝐺  with 𝐺 is its set of vertices and any two distinct vertices are 
adjacent if and only if their order are relatively prime. Let 𝑝 be a prime number, then 𝐺𝑝 denotes the 

multiplicative group of 2 × 2 upper unitriangular matrices over ring of integers modulo 𝑝. The purposes of this 
research are to study the coprime graph Γ𝐺𝑝

 and find the first and the second Zagreb eccentricity indices of Γ𝐺𝑝
 

for 𝑝 ≥ 3. The results of this research are as follows. 
1. First Zagreb eccentricity index of coprime graph Γ𝐺𝑝

is 

𝐸1(Γ𝐺𝑝
) = 4𝑝 − 3. 

2. Second Zagreb eccentricity index of coprime graph Γ𝐺𝑝
is 

𝐸2(Γ𝐺𝑝
) = 2𝑝 − 2. 

Keywords: First Zagreb eccentricity index; Second Zagreb eccentricity index; Coprime graph; Upper 
unitriangular matrices 

 

PENDAHULUAN  

Suatu graf 𝐺 didefinisikan sebagai suatu himpunan tak kosong dan berhingga 𝑉 dari objek-

objek yang disebut titik, bersama himpunan 𝐸 ⊆ {{𝑢, 𝑣}|𝑢, 𝑣 ∈ 𝑉, 𝑢 ≠ 𝑣} yang anggotanya disebut 

dengan sisi. Dalam graf 𝐺, pasangan dua titik di 𝐸 dikatakan juga terhubung langsung. Himpunan titik 
dari graf 𝐺 dinotasikan dengan 𝑉(𝐺) dan himpunan sisi dari graf 𝐺 dinotasikan dengan 𝐸(𝐺). Suatu 
graf 𝐺 dikatakan terhubung jika untuk sebarang titik 𝑢, 𝑣 ∈ 𝑉(𝐺) terdapat lintasan 𝑢 − 𝑣 sehingga 𝑢 
dan 𝑣 terhubung [1]. 

Grup adalah suatu struktur dalam aljabar abstrak. Grup didefinisikan sebagai suatu 
himpunan dengan satu operasi biner yang memenuhi kondisi tertutup, asosiatif, memiliki unsur 
identitas, dan setiap unsurnya memiliki invers [2]. 

Graf koprima dari grup 𝐺 didefinisikan sebagai graf yang titik-titiknya adalah unsur-unsur di 
𝐺 dan dua titik berbeda di graf tersebut terhubung langsung jika orde dari unsur-unsur tersebut 
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saling relatif prima. Sehingga 𝑥, 𝑦 ∈ 𝐺 dengan 𝑥 ≠ 𝑦 keduanya terhubung langsung jika dan hanya 
jika (|𝑥|, |𝑦|) = 1. Graf koprima dari 𝐺 dinotasikan dengan Γ𝐺  [3]. 

Grup matriks upper unitriangular atas suatu ring dengan unsur kesatuan merupakan suatu 
grup terhadap operasi perkalian dari himpunan matriks-matriks upper unitriagular yang entrinya 
adalah unsur dari ring tersebut. Adapun matriks  upper unitriangular adalah jenis dari matriks 
segitiga atas (upper triangular) dengan entri pada diagonal utama matriks tersebut adalah satu [4]. 
Grup matriks upper unitriangular atas ring bilangan bulat modulo prima dinotasikan dengan 𝐺𝑝. 

Eksentrisitas titik 𝑣 dari graf terhubung 𝐺 didefinisikan sebagai maksimum jarak titik 𝑣 dan 
𝑢 di 𝐺 dengan 𝑣 ≠ 𝑢. Eksentrisitas titik 𝑣 disimbolkan dengan 𝑒(𝑣). Indeks eksentrisitas Zagreb 
pertama dan kedua dari graf 𝐺 merupakan pengembangan dari materi eksentrisitas titik di graf 𝐺 
yang secara berturut-turut didefinisikan sebagai berikut [5]. 

𝐸1(𝐺) = ∑ 𝑒(𝑣)2

𝑣∈𝑉(𝐺)

 

dan 

𝐸2(𝐺) = ∑ 𝑒(𝑢)𝑒(𝑣)

{𝑢,𝑣}∈𝐸(𝐺)

. 

Pada artikel ini akan dijelaskan himpunan titik dan himpunan sisi dari graf koprima Γ𝐺𝑝
 untuk 

𝑝 suatu bilangan prima dan 𝑝 ≥ 3. Selanjutnya, dibahas indeks eksentrisitas Zagreb pertama dan 
indeks eksentrisitas Zagreb kedua dari graf koprima Γ𝐺𝑝

 untuk 𝑝 bilangan prima dan 𝑝 ≥ 3. 

METODE PENELITIAN 

Metode yang digunakan dalam penelitian ini adalah studi literatur dengan mengkaji jurnal-
jurnal dan buku-buku matematika yang berkaitan dengan graf koprima, indeks eksentrisitas Zagreb 
pertama dan dan kedua, dan grup matriks upper unitriangular. Grup matriks upper unitriangular 
tersebut adalah grup terhadap operasi perkalian matriks. Matriks-matriks upper unitriangular yang 
dimaksud adalah matriks 2 × 2 dengan entri-entri matriks adalah unsur dari ring bilangan bulat 
modulo prima. 

Pembahasan pada penelitian ini dimulai dengan menemukan himpunan titik dan himpunan 
sisi dari graf koprima Γ𝐺𝑝

 untuk bilangan prima 𝑝 dan 𝑝 ≥ 3. Selanjutnya ditemukan indeks 

eksentrisitas Zagreb pertama dan indeks eksentrisitas Zagreb kedua dari graf koprima Γ𝐺𝑝
 untuk 

bilangan prima 𝑝 dan 𝑝 ≥ 3. 
 

HASIL DAN PEMBAHASAN 

Pembahasan mengenai himpunan titik dan himpunan sisi dari graf koprima Γ𝐺𝑝
, indeks 

eksentrisitas Zagreb pertama dari graf koprima Γ𝐺𝑝
, dan indeks eksentrisitas Zagreb kedua dari graf 

koprima Γ𝐺𝑝
 akan disajikan dalam beberapa teorema dan lema beserta pembuktiannya. 

1. Himpunan Titik dan Himpunan Sisi Graf Koprima Γ𝐺𝑝
 

Teorema 1 

Misalkan 𝑝 adalah bilangan prima dengan 𝑝 ≥ 3 dan 𝑎 = (1̅ 1̅
0̅ 1̅

). Maka graf koprima Γ𝐺𝑝
 adalah 

suatu graf dengan himpunan titik 

𝑉 (Γ𝐺𝑝
) = {𝑎0, 𝑎, … , 𝑎𝑝−1} 

dan untuk 0 ≤ 𝑖, 𝑗 ≤ 𝑝 − 1, jika 𝑖 ≠ 0 maka   

{𝑎𝑗 , 𝑎𝑖} ∈ 𝐸(Γ𝐺𝑝
) jika dan hanya jika 𝑗 = 0. 

Khususnya, himpunan sisi dari graf koprima Γ𝐺𝑝
 adalah 

𝐸 (Γ𝐺𝑝
) = {{𝑎0, 𝑎𝑖}|1 ≤ 𝑖 ≤ 𝑝 − 1}. 
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Bukti: 
Berdasarkan definisi graf koprima diperoleh bahwa  

𝑉 (Γ𝐺𝑝
) = {𝑎0, 𝑎, … , 𝑎𝑝−1}. 

Misalkan 0 ≤ 𝑖, 𝑗 ≤ 𝑝 − 1. Perhatikan bahwa jika 1 ≤ 𝑘 ≤ 𝑝 − 1 maka |𝑎𝑘| > 1, sehingga 

berdasarkan akibat Teorema Lagrange (lihat [2]) diperoleh  |𝑎𝑘| = 𝑝. Jika 𝑖 ≠ 0 dan 𝑗 ≠ 𝑖 maka 

{𝑎𝑗 , 𝑎𝑖} ∈ 𝐸 (Γ𝐺𝑝
) ⇔ (|𝑎𝑗|, |𝑎𝑖|) = 1 

 ⇔ (|𝑎𝑗|, 𝑝) = 1 

 ⇔ |𝑎𝑗| = 1 

 ⇔ 𝑗 = 0. 
Dengan demikian diperoleh himpunan sisi pada graf koprima Γ𝐺𝑝

 adalah 

𝐸 (Γ𝐺𝑝
) = {{𝑎0, 𝑎𝑖}|1 ≤ 𝑖 ≤ 𝑝 − 1}. 

 

2. Indeks Eksentrisitas Zagreb Pertama dari Graf Koprima Γ𝐺𝑝
, 𝑝 bilangan prima dan  𝑝 ≥ 3 

Lema 1 
Misalkan 𝑝 adalah suatu bilangan prima dan 𝑝 ≥ 3. Eksentrisitas titik 𝑢 ∈ 𝑉(Γ𝐺𝑝

) pada graf 

koprima Γ𝐺𝑝
 adalah  

𝑒(𝑢) = {
1, untuk 𝑢 = 𝑎0

2, untuk 𝑢 ≠ 𝑎0 

Bukti:  
Jika 𝑢 = 𝑎0, karena 𝑎0 terhubung langsung dengan semua titik yang lain di graf koprima Γ𝐺𝑝

 

maka 𝑑(𝑎0, 𝑣) = 1 untuk setiap 𝑣 ∈ 𝑉 (Γ𝐺𝑝
) − {𝑎0}. Sehingga diperoleh eksentrisitas dari titik 𝑎0 

adalah 

𝑒(𝑎0) = maks {𝑑(𝑎0, 𝑣)|𝑣 ∈ 𝑉 (Γ𝐺𝑝
) − {𝑎0}} 

= maks {𝑑(𝑎0, 𝑎), 𝑑(𝑎0, 𝑎2), ⋯ , 𝑑(𝑎0, 𝑎𝑝−1)} 
= maks {1,1, ⋯ ,1} 
= 1 

Jadi untuk 𝑢 = 𝑎0 diperoleh 𝑒(𝑢) = 1.  

Jika 𝑢 ≠ 𝑎0, karena |𝑉 (Γ𝐺𝑝
)| ≥ 3 maka terdapat 𝑣 ∈ 𝑉 (Γ𝐺𝑝

) dengan 𝑢 ≠ 𝑣 ≠ 𝑎0. Perhatikan 

karena 𝑣 ≠ 𝑎0 maka {𝑢, 𝑣} ∉ 𝐸(Γ𝐺𝑝
) dan akibatnya 𝑑(𝑢, 𝑣) > 1. Pandang lintasan 

𝑢 − 𝑣: (𝑢, 𝑎0, 𝑣) 
yang mengakibatkan 𝑑(𝑢, 𝑣) ≤ 2. Oleh karena itu diperoleh 𝑑(𝑢, 𝑣) = 2. Selanjutnya, 

𝑒(𝑢) = maks {𝑑(𝑢, 𝑣)|𝑣 ∈ 𝑉 (Γ𝐺𝑝
) − {𝑢}} 

= maks {1,2} 
= 2. 

Selanjutnya, diberikan suatu teorema tentang indeks eksentrisitas Zagreb pertama dari graf 
koprima Γ𝐺𝑝

 untuk suatu bilangan prima 𝑝 dan 𝑝 ≥ 3 sebagai berikut. 

Teorema 2 
Misalkan 𝑝 adalah suatu bilangan prima dan 𝑝 ≥ 3. Maka indeks eksentrisitas Zagreb pertama 
graf koprima dari grup 𝐺𝑝 adalah  

𝐸1(Γ𝐺𝑝
) = 4𝑝 − 3. 

Bukti: 
Berdasarkan Lema 1, diperoleh indeks eksentrisitas Zagreb pertama dari graf koprima Γ𝐺𝑝

 

adalah sebagai berikut: 

𝐸1 (Γ𝐺𝑝
) = ∑ 𝑒(𝑣)2

𝑣∈𝑉(Γ𝐺𝑝)

 



Indeks Eksentrisitas Zagreb Pertama dan Kedua Graf Koprima dari Grup Matriks Upper 
Unitriangular atas Ring Bilangan Bulat Modulo Prima 

Muhammad Aris Abdillah 82 

= 𝑒(𝑎0)2 + ∑ 𝑒(𝑣)2

𝑣∈𝑉(Γ𝐺𝑝)−{𝑎0}

 

= 12 + (𝑝 − 1) ⋅ 22 
= 1 + (𝑝 − 1) ⋅ 4 
= 1 + 4𝑝 − 4 
= 4𝑝 − 3. 

 
3. Indeks Eksentrisitas Zagreb Pertama dari Graf Koprima Γ𝐺𝑝

, 𝑝 bilangan prima dan 𝑝 ≥ 3 

Teorema 3 
Misalkan 𝑝 adalah suatu bilangan prima dan 𝑝 ≥ 3. Maka indeks eksentrisitas Zagreb kedua graf 
koprima dari grup 𝐺𝑝 adalah 

𝐸2(Γ𝐺𝑝
) = 2𝑝 − 2. 

Bukti: 
Perhatikan bahwa himpunan sisi dari graf Γ𝐺𝑝

 adalah 

𝐸 (Γ𝐺𝑝
) = {{𝑎0, 𝑎𝑖}|1 ≤ 𝑖 ≤ 𝑝 − 1}, 

sehingga diperoleh 

𝐸2 (Γ𝐺𝑝
) = ∑ 𝑒(𝑢)𝑒(𝑣)

{𝑢,𝑣}∈𝐸(Γ𝐺𝑝)

 

= ∑ 𝑒(𝑎0)𝑒(𝑎𝑖)

𝑝−1

𝑖=1

 

= (𝑝 − 1)(1 ⋅ 2) 
= (𝑝 − 1)2 
= 2𝑝 − 2. 

 

KESIMPULAN 
Berdasarkan pembahasan, untuk sebarang bilangan prima 𝑝 dengan 𝑝 ≥ 3 diperoleh beberapa 

kesimpulan berikut. 
1. Indeks eksentrisitas Zagreb pertama dari graf koprima Γ𝐺𝑝

 adalah 

𝐸1(Γ𝐺𝑝
) = 4𝑝 − 3. 

2. Indeks eksentrisitas Zagreb kedua dari graf koprima Γ𝐺𝑝
 adalah 

𝐸2 (Γ𝐺𝑝
) = 2𝑝 − 2. 
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