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Abstrak 

Operator integral fraksional merupakan salah satu operator dalam ilmu analisis. Operator integral 
fraksional itu sendiri memetakan sebarang fungsi bernilai real ke dalam bentuk integral dari pembagian 
fungsi tersebut. Salah satu perkembangan operator integral fraksional yaitu operator integral fraksional 
yang diperumum. Ruang Morrey merupakan perluasan dari ruang Lebesgue. Ruang Morrey merupakan 
himpunan semua fungsi terukur Lebesgue, yang normnya berhingga atas ruang Morrey. Penelitian ini, akan 
membahas mengenai ketaksamaan operator integral fraksional yang diperumum pada ruang Morrey tak 
homogen yang diperumum. Pembuktian ketaksamaan tersebut akan menggunakan ketaksamaan 
Chebyshev dan ketaksamaan Holder. 

Kata kunci: Operator Integral Fraksional; Operator Integral Fraksional yang Diperumum; Ruang Morrey 
Tak Homogen yang Diperumum. 

Abstract 

Fractional integral operators is one of the operators in mathematics analysis. Fractional integral operator 
itself maps any real-valued function into the integral form  of the division of the at function. One of the 
expansion of fractional integral operator is generalized fractional integral operator. Morrey space is an 
extension of Lebesgue space. Morrey space is the set of all Lebesgue measurable functions, whose norm is 
finite over Morrey space. In this study, we will discuss the inequalities of the generalized fractional integral 
operator on a generalized non-homogeneous Morrey space. We will proof this inequality using Chebyshev 
inequality and Holder inequality 

Keywords: Fractional Integral Operators; Generalized Fractional Integral Operators; Generalized Non-
homogeneous Morrey Space 

PENDAHULUAN 

Operator integral fraksional dikenalkan oleh Marcel Riesz pada tahun 1886  dan pada 
tahun 2001 oleh Nakai mengembangkan operator integral fraksional yang diperumum. Penelitian 
tentang operator integral fraksional yang diperumum banyak dilakukan ([2,3]). Ruang Morrey 
senidiri diperkenalkan oleh C.B Morrey pada tahun 1938. Ruang Morrey tak homogen yang 
diperumum merupakan salah satu modifikasi yang ada. Adapun penelitian tentang ruang Morrey 
tak homogen yang diperumum ([4]). Ketaksamaan Holder merupakan salah satu ketaksamaan 
dasar yang diperkenalkan oleh Leonard James Rogers (1888) dan disempurnakan oleh Otto 
Hӧlder (1889) [5]. Penelitian tentang operator integral fraksional yang diperumum banyak 
dijumpai, seperti penelitian yang dilakukan oleh [6] dan [7].  

Sebelumnya akan didefinisikan terlebih dahulu definisi operator integral fraksional, 
operator integral fraksional yang diperumum, ruang Morrey, dan ruang Morrey tak homogen yang 
diperumum 
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Definisi 2.1. [3] Misalkan 𝑓 fungsi real di ℝ𝑑, 0 < 𝛼 < 𝑛 ≤ 𝑑  dan 𝜇 adalah ukuran Lebesgue. 
Operator integral fraksional disimbolkan 𝐼𝛼, memetakan  𝑓 ∶ ℝ𝑑 → ℝ ke 𝐼𝛼𝑓 ∶  ℝ

𝑑 → ℝ  sebagai  
 

𝐼𝛼𝑓(𝑥) ≔ ∫
𝑓(𝑦)

|𝑥 − 𝑦|𝑛−𝛼ℝ𝑑
𝑑𝜇(𝑦) (1) 

 
Definisi 2.2. [2] Misalkan ℝ+(0,∞), 0 < 𝑛 ≤ 𝑑, 𝜌 ∶ (0,∞) → (0,∞) dan 𝑓 sebarang fungsi ℝ. 
Operator integral fraksional yang diperumum, disimbolkan sebagai 𝐼𝜌 didefinisikan sebagai:  

𝐼𝜌𝑓(𝑥) ≔ ∫
𝜌(|𝑥 − 𝑦|)

|𝑥 − 𝑦|𝑛−𝛼ℝ𝑑
𝑓(𝑦)𝑑𝜇(𝑦) (2) 

 
Jika 𝜌(𝑡) = 𝑡𝛼 , 0 < 𝛼 < 𝑛 maka 𝐼𝜌 = 𝐼𝛼. 

 

Definisi 2.3. [1] Misalkan 0 ≤ 𝑝 ≤ 𝑞 < ∞. Ruang Morrey merupakan himpunan semua fungsi 𝑓 ∈
𝐿𝑙𝑜𝑐
𝑝
(ℝ𝑑) sedemikian hingga, 

||𝑓||
𝐿𝑞
𝑝 ≔ sup

𝑥∈ℝ𝑑,𝑟>0

|𝐵(𝑥, 𝑟)|
1

𝑞
−
1

𝑝  (∫ |𝑓(𝑦)𝑝𝑑𝑦
𝐵(𝑥,𝑟)

)

1

𝑝

< ∞ (3) 

 
 
Definisi 2.4.[4] Misal 1 ≤ 𝑝 < ∞ dan 𝜙: (0,∞) → (0,∞). Ruang Morrey tak homogen yang 

diperumum 𝐿𝑝,𝜙(𝜇) = 𝐿𝑝,𝜙(ℝ𝑑, 𝜇) didefinisikan sebagai: 

||𝑓||
𝐿𝑝,𝜙(𝜇)

≔ sup
𝐵(𝑎,𝑟)

1

𝜙(𝑟)
 (
1

𝑟𝑛
∫ |𝑓(𝑦)𝑝𝑑𝑦
𝐵(𝑥,𝑟)

)

1

𝑝

< ∞ (3) 

 

HASIL DAN PEMBAHASAN 

Teorema 3.1 Misalkan 1 ≤ 𝑝 <
𝑛

𝛼
 dan 

1

𝑞
=
1

𝑝
−
𝛼

𝑛
, maka terdapat konstanta 𝐶 > 0 sedemikian 

hingga 

𝜇 ({ 𝑥 ∈ ℝ𝑑: |𝐼𝛼 𝑓(𝑥)| > 𝛾 }) ≤  𝐶 ( 
‖𝑓‖𝐿𝑝(𝜇) 

𝛾
)

𝑞

 

Untuk setiap 𝛾 > 0. 
Bukti. Misalkan 𝐼𝛼𝑓(𝑥) = 𝐼1(𝑥) + 𝐼2(𝑥) dengan  

𝐼1(𝑥) = ∫
𝑓(𝑦)

|𝑥 − 𝑦|𝑛−𝛾𝐵(𝑥,𝑅)

𝑑𝜇(𝑦) 

Sedangkan  

𝐼2(𝑥) = ∫
𝑓(𝑦)

|𝑥 − 𝑦|𝑛−𝛾ℝ𝑑\𝐵(𝑥,𝑅)

𝑑𝜇(𝑦) 

(𝑛 − 𝛼)𝑝′ = 𝑛 + 𝛾, di mana 𝛾 = 𝑛(𝑝′ − 1) − 𝛼𝑝′, maka 
𝛾

𝑝′
= 𝑛 (1 −

1

𝑝′
) − 𝛼 =

𝑛

𝑝
− 𝛼 > 0 

dengan menggunakan lema 4.2 |𝐼2(𝑥)| ≤ ‖𝑓‖𝐿𝑝(𝜇)(𝐶𝑟
−𝛾)

1

𝑝′ = 𝐶‖𝑓‖𝐿𝑝(𝜇)𝑟
−(

𝑛

𝑝
−𝛼)

, berlaku untuk 

𝑝 = 1. Kita mengasumsikan bahwa ‖𝑓‖𝐿𝑝(𝜇) = 1. Juga, untuk 𝜆 > 0, kita pilih 𝑟 bahwa 𝐶𝑟
−(

𝑛

𝑝
−𝛼)

=
𝜆

2
. Maka,  
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{𝑥 ∈ ℝ𝑑 ∶  |𝐼𝛼𝑓(𝑥)| > 𝜆} ⊂ {𝑥 ∈ ℝ
𝑑 ∶  |𝐼1(𝑥)| >

𝛾

2
} ∪ {𝑥 ∈ ℝ𝑑 ∶  |𝐼2(𝑥)| >

𝛾

2
} 

dikarenakan hubungan antara 𝑟 dan 𝜆, keduanya kosong. Kita menggunakan ketaksamaan Holder 
untuk mendapatkannya 

𝐼1(𝑥) ≤ (∫
|𝑓(𝑦)|𝑝

|𝑥 − 𝑦|𝑛−𝛼
𝑑𝜇(𝑦)

𝐵(𝑥,𝑅)
)

1

𝑝

(∫
𝑑𝜇(𝑦)

|𝑥 − 𝑦|𝑛−𝛼𝐵(𝑥,𝑅)
)

1

𝑝′

  

≤ 𝐶
𝛼

𝑝′ (∫
𝑓(𝑦)

|𝑥 − 𝑦|𝑛−𝛼
𝑑𝜇(𝑦)

𝐵(𝑥,𝑅)
)

1

𝑝

 

Selanjutnya, menggunakan ketaksamaan Chebyshev dan lema 4.1, kita mendapatkan  

𝜇({𝑥 ∈ ℝ𝑑 ∶  |𝐼𝛼𝑓(𝑥)| > 𝜆}) ≤ 𝜇 ({𝑥 ∈ ℝ
𝑑 ∶  |𝐼| >

𝜆

2
}) 

≤ 𝐶𝑟∫ ∫
|𝑓(𝑦)|𝑝

|𝑥 − 𝑦|𝑛−𝛼
𝑑𝜇(𝑦)𝑑𝜇(𝑥)

𝐵(𝑥,𝑅)ℝ𝑑
 

≤ 𝐶∫ ∫
𝑑𝜇(𝑥)

|𝑥 − 𝑦|𝑛−𝛼
𝑑𝜇(𝑦)|𝑓(𝑦)|𝑝

𝐵(𝑥,𝑅)ℝ𝑑
 

≤ 𝐶  ∫ |𝑓(𝑦)|𝑝𝑑𝜇(𝑦)∫
𝑑𝜇(𝑥)

|𝑥 − 𝑦|𝑛−𝛼𝐵(𝑥,𝑅)ℝ𝑑
 

≤ 𝐶 ( 
‖𝑓‖𝐿𝑝(𝜇) 

𝛾
)

𝑞

 

Teorema 3.2 Misalkan ∫
𝜙(𝑡)

𝑡

∞

𝑟
𝑑𝑡 ≤ 𝐶𝜙𝑟 untuk setiap 𝑟 > 0 dan 𝜆 ∈ [0, 𝑛 − 𝛼) kita mempunyai  

∫ 𝑡𝛼−1
∞

𝑟

𝜙(𝑡)𝑑𝑡 ≤ 𝐶𝑟𝜆+𝛼−𝑛, 𝑟 > 0 

Jika 
1

𝑞
= 1 −

𝛼

𝑛−𝜆
, maka terdapat konstanta 𝐶 > 0 sedemikiaan hingga 𝑓 ∈ 𝐿1,𝜙(𝜇) dan sebarang 

bola 𝐵(𝑎, 𝑟) ⊆ ℝ𝑑, kita mempunyai 

𝜇 ({ 𝑥 ∈ 𝐵(𝑎, 𝑟) ∶  |𝐼𝛼 𝑓(𝑥)| > 𝛾 }) ≤  𝐶𝑟
𝑛𝜙(𝑟) ( 

‖𝑓‖𝐿1,𝜙(𝜇) 

𝛾
)

𝑞

 

Untuk setiap 𝛾 > 0 
 
Bukti. Jika |𝐼𝛼 𝑓(𝑥)| > 𝛾, maka  

|𝐼𝛼  𝑓(𝑥)| ≤ ∫
|𝑓(𝑦)|

|𝑥 − 𝑦|𝑛−𝛼
𝑑𝜇(𝑦)

|𝑥−𝑦|<𝑟

+∫
|𝑓(𝑦)|

|𝑥 − 𝑦|𝑛−𝛼
𝑑𝜇(𝑦)

|𝑥−𝑦|≥𝑟

 

=:𝐴 + 𝐵 
Kita amati untuk cara pertama yang kita dapatkan 

𝐴 = ∫
|𝑓(𝑦)|

|𝑥 − 𝑦|𝑛−𝛼
𝑑𝜇(𝑦)

|𝑥−𝑦|<𝑟

 

≤∑∫
|𝑓(𝑦)|

|𝑥 − 𝑦|𝑛−𝛼
 𝑑𝜇(𝑦)

1

2𝑗
𝑟≤|𝑥−𝑦|<

1

2𝑗+1
𝑟

∞

𝑗=1

 

≤ ∑
1

(2𝑗𝑟)𝑛−𝛼
∫ |𝑓(𝑦)| 𝑑𝜇(𝑦)
|𝑥−𝑦|≤2𝑗+1𝑟

−1

𝑗=−∞

 

≤ ∑ 2𝑛(2𝑗𝑟) 
1

(2𝑗𝑟)𝑛−𝛼
∫ |𝑓(𝑦)| 𝑑𝜇(𝑦)
|𝑥−𝑦|≤2𝑗+1𝑟

−1

𝑗=−∞

 

≤ 2𝑛𝑟𝛼𝑀𝑓(𝑥) ∑ 2𝑗𝛼
−1

𝑗=−∞

 

≤ 𝐶𝑟𝛼𝑀𝑓(𝑥) 



Ketaksamaan Operator Integral Fraksional yang Diperumum pada Ruang Morrey Tak Homogen 
yang Diperumum 

Siti Rohmah Azizah 254 

Sementara itu, cara kedua kita memiliki cara berikut: 

𝐵 = ∫
|𝑓(𝑦)|

|𝑥 − 𝑦|𝑛−𝛼
𝑑𝜇(𝑦)

|𝑥−𝑦|≥𝑟

 

≤∑∫
|𝑓(𝑦)|

|𝑥 − 𝑦|𝑛−𝛼
𝑑𝜇(𝑦)

2𝑗𝑟≤|𝑥−𝑦|<2𝑗+1𝑟

∞

𝑗=1

 

≤∑
1

(2𝑗𝑟)𝑛−𝛼
∫ |𝑓(𝑦)| 𝑑𝜇(𝑦)
|𝑥−𝑦|≤2𝑗+1𝑟

∞

𝑗=1

 

≤∑2𝑛(2𝑗𝑟) 
1

(2𝑗𝑟)𝑛−𝛼
∫ |𝑓(𝑦)| 𝑑𝜇(𝑦)
|𝑥−𝑦|≤2𝑗+1𝑟

∞

𝑗=1

 

≤ 𝐶‖𝑓‖𝐿1,𝜙(𝜇)∑(2𝑗𝑟)
𝛼
𝜙(2𝑗+1𝑟)

∞

𝑗=0

 

Dengan 𝜙 selalu naik, maka 𝑗 = 0, 1, 2, … 

(2𝑗𝑟)
𝛼
𝜙(2𝑗+1𝑟) ≤ 𝐶 ∫ 𝑡𝛼−1𝜙(𝑡)𝑑𝑡

2𝑗+1𝑟

2𝑗𝑟

 

Dengan ketaksamaan terakhir  

𝐵 ≤ 𝐶‖𝑓‖𝐿1,𝜙(𝜇)∫ 𝑡
𝛼−1𝜙(𝑡)𝑑𝑡

∞

𝑟

 

≤ 𝐶𝑟𝜆+𝛼−𝑛‖𝑓‖𝐿1,𝜙(𝜇) 

Maka, kita dapatkan  

|𝐼𝛼𝑓(𝑥)| ≤ 𝐶[𝑀𝑓(𝑥)]
1−

𝛼

𝑛−𝜆‖𝑓‖
ℳ1,𝜙(𝜇)

𝛼

𝑛−𝜆  

Selanjutnya, kita mempunyai  

𝑀𝑓(𝑥) > (
𝛾

𝐶‖𝑓‖
ℳ1,𝜙(𝜇)

𝛼

𝑛−𝜆

)

𝑛−𝜆

𝑛−𝜆−𝛼

= (
𝛾

𝐶‖𝑓‖
ℳ1,𝜙(𝜇)

𝛼

𝑛−𝜆

)

𝑞

 

dan selanjutnya, kita dapatkan  

𝜇 ({ 𝑥 ∈ 𝐵(𝑥, 𝑟) ∶  |𝐼𝛼  𝑓(𝑥)| > 𝛾 }) ≤ 𝐶𝑟
𝑛𝜙(𝑟)

(

 
‖𝑓‖

ℳ1,𝜙(𝜇)

1

𝑞
+

𝛼

𝑛−𝜆

𝛾

)

 

𝑞

 

≤  𝐶𝑟𝑛𝜙(𝑟) ( 
‖𝑓‖𝐿1,𝜙(𝜇) 

𝛾
)

𝑞

 

Teorema 3.3 Misalkan 1 ≤ 𝑝 < 𝑞 < ∞. Asumsikan bahwa 𝑖𝑛𝑓
𝑟>0

𝜙(𝑟) = 0 dan 𝑠𝑢𝑝
𝑟>0

𝜙(𝑟) = ∞. Jika 

fungsi 𝜙 dan 𝜌 memenuhi  

∫
𝜙(𝑡)𝑝

𝑡

∞

𝑟
𝑑𝑡 ≤ 𝐶 𝜙(𝑟)𝑝 dan 𝜙(𝑟) ∫

𝜌(𝑡)

𝑡

𝑟

0
𝑑𝑡 + ∫

𝜌(𝑡)𝜙(𝑡)

𝑡

∞

𝑟
𝑑𝑡 ≤ 𝐶 𝜙(𝑟)

𝑝

𝑞 

untuk setiap 𝑟 > 0, maka untuk sebarang fungsi 𝑓 ∈ 𝐿𝑝,𝜙(𝜇) dan sebarang bola 𝐵(𝑎, 𝑟) ⊆ ℝ𝑑 
berlaku 

𝜇({𝑥 ∈ 𝐵(𝑎, 𝑟) ∶  |𝐼𝜌𝑓(𝑥)| > 𝛾}) ≤ 𝐶 𝑟𝜙(𝑟)
𝑝 (
‖𝑓‖𝐿𝑝,𝜙𝜇

𝛾
)

𝑞

 

untuk setiap 𝛾 > 0. 
Bukti. Tinjau sebarang bola 𝐵(𝑎, 𝑟) ⊆ ℝ𝑑. Untuk setiap 𝑥 ∈ 𝐵(𝑎, 𝑟), misalkan  

𝐼1(𝑥) = ∫
𝜌(|𝑥−𝑦|)

|𝑥−𝑦|𝐵(𝑥,𝑅)
|𝑓(𝑦)|𝑑𝜇(𝑦) dan 𝐼2(𝑥) = ∫

𝜌(|𝑥−𝑦|)

|𝑥−𝑦|ℝ𝑑\𝐵(𝑥,𝑅)
|𝑓(𝑦)|𝑑𝜇(𝑦) 
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Untuk sebarang 𝑅 > 0 yang tertentu. Dengan menggunakan dekomposisi dipartisi, kondisi 
growth dari fungsi 𝜌, ketaksamaan Holder, kondisi growth dari 𝜇, definisi dari ‖𝑓‖𝐿𝑃,𝜇(𝜇) dan 

kondisi doubling dari 𝜙, diperoleh 

𝐼2(𝑥) = ∫
𝜌(|𝑥 − 𝑦|)

|𝑥 − 𝑦|ℝ𝑑\𝐵(𝑥,𝑅}

|𝑓(𝑦)|𝑑𝜇(𝑦) 

≤∑∫
𝜌(|𝑥 − 𝑦|)

|𝑥 − 𝑦|(𝐵,2𝑗+1𝑅)

∞

𝑗=1

 |𝑓(𝑦)| 𝑑𝜇(𝑦) 

≤ 𝐶∑
1

(2𝑗𝑅)

∞

𝑗=1

𝜌 ∗ (2𝑗+1𝑅)∫ |𝑓(𝑦)|
𝐵(𝑥,2𝑗+1𝑅)

𝑑𝜇(𝑦) 

≤ 𝐶 ∑
𝜌∗(2𝑗+1𝑅)

(2𝑗𝑅)

∞

𝑗=0

 (∫ |𝑓(𝑦)|𝑝

𝐵(𝑥,2𝑗+1𝑅)

 𝑑𝜇(𝑦))

1

𝑝

(𝜇 (𝐵(𝑥, 2𝑗+1𝑅)))
1−

1

𝑝
 

≤ 𝐶 ∑
𝜌∗(2𝑗+1𝑅)

(2𝑗𝑅)

∞

𝑗=0

 (∫ |𝑓(𝑦)|𝑝

𝐵(𝑥,2𝑗+1𝑅)

 𝑑𝜇(𝑦))

1

𝑝

(2𝑗+1𝑅)
1−

1

𝑝 

≤ 𝐶 ∑𝜌∗(2𝑗+1𝑅)

∞

𝑗=0

 (
1

(2𝑗+1𝑅) 
∫ |𝑓(𝑦)|𝑝

𝐵(𝑥,2𝑗+1𝑅)

 𝑑𝜇(𝑦))

1

𝑝

 

≤ 𝐶 ‖𝑓‖𝐿𝑃,𝜙(𝜇)∑∫
𝜌(𝑡)𝜙(𝑡)

𝑡

𝑘22
𝑗+1𝑅

𝑘12
𝑗+1𝑅

∞

𝑗=0

𝑑𝑡 

Berdasarkan kondisi doubling dari fungsi 𝜙, diperoleh 

|𝐼2(𝑥)| ≤ 𝐶 ‖𝑓‖𝐿𝑃,𝜙(𝜇)∫ (∑𝜒[𝑘12𝑗𝑅,𝑘22𝑗𝑅](𝑡)

∞

𝑗=0

)
∞

2𝑘1𝑅

𝜌(𝑡)𝜙(𝑡)

𝑡
𝑑𝑡 

≤ 𝐶 ‖𝑓‖𝐿𝑃,𝜙(𝜇) (1 + log2 (
𝑘2
𝑘1
))∫

𝜌(𝑡)𝜙(𝑡)

𝑡

∞

2𝑘1𝑅

 𝑑𝑡 

≤ 𝐶 ‖𝑓‖𝐿𝑃,𝜙(𝜇)𝜙(2𝑘1𝑅)
𝑝

𝑞 

≤ 𝐶3 ‖𝑓‖𝐿𝑃,𝜙(𝜇)𝜙(𝑅)
𝑝

𝑞 

Untuk setiap 𝛾 > 0, misalkan  𝛾̃ = (
𝛾

2𝐶3‖𝑓‖𝐿𝑝,𝜙(𝜇)
)

𝑞

𝑝

. Karena fungsi 𝜙 memenuhi inf
r>0
𝜙(𝑟) < 𝛾̃ <

sup
r>0

𝜙(𝑟), maka terdapat 𝑘0 ∈ ℤ sedemikian sehingga untuk suatu 𝑅1, 𝑅2 ∈ [2
𝑘0 , 2𝑘0+1] berlaku  

𝜙(𝑅1) ≤ 𝛾̃ ≤ 𝜙(𝑅2)  

Karena 𝑅1 dan 𝑅2 memenuhi 
1

2
≤
𝑅1

𝑅2
≤ 2, maka terdapat suatu konstanta 𝐶 > 0 sedemikian hingga 

𝜙(𝑅2) ≤ 𝐶𝜙(𝑅1). Akibatnya,  
𝜙(𝑅1) ≤ 𝛾̃ ≤ 𝐶𝜙(𝑅2) 

Oleh karena itu, untuk 𝑅 = 𝑅1 dapat diperoleh   

|𝐼2(𝑥)| ≤ 𝐶3 ‖𝑓‖𝐿𝑃,𝜙(𝜇)𝜌(𝑅1)
𝑝

𝑞 ≤ 𝐶3‖𝑓‖𝐿𝑃,𝜙(𝜇)𝛾̃
𝑝

𝑞 ≤
𝛾

2
 

 Definisikan 𝐸𝛾 = {𝑥 ∈ 𝐵(𝑎, 𝑟) ∶  |𝐼𝜌𝑓(𝑥)| > 𝛾}. Karena untuk setiap 𝑥 ∈ 𝐵(𝑎, 𝑟) berlaku |𝐼𝜌𝑓(𝑥)| ≤

|𝐼1(𝑥)| + |𝐼2(𝑥)| ≤ |𝐼1(𝑥)| +
𝛾

2
 , maka  

𝜇(𝐸𝛾) ≤ 𝜇 ({𝑥 ∈ 𝐵(𝑎, 𝑟) ∶  |𝐼1(𝑥)| >
𝛾

2
}) 

Berdasarkan ketaksamaan Holder dan ketaksamaan 4.4, diperoleh 
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|𝐼1(𝑥)| ≤ (∫
𝜌(|𝑥 − 𝑦|)

|𝑥 − 𝑦|
|𝑓(𝑦)|𝑝𝑑𝜇(𝑦)

𝐵(𝑥,𝑅1)
)

1

𝑝

(∫
𝜌(|𝑥 − 𝑦|)

|𝑥 − 𝑦|
𝑑𝜇(𝑦)

𝐵(𝑥,𝑅1)
)

1−
1

𝑝

 

|𝐼1(𝑥)| ≤ 𝐶4𝜙(𝑅1)
(
𝑝

𝑞
−1)(1−

1

𝑝
)
(∫

𝜌(|𝑥 − 𝑦|)

|𝑥 − 𝑦|𝐵(𝑥,𝑅1)

|𝑓(𝑦)|𝑝𝑑𝜇(𝑦))

1

𝑝

 

Dengan menggunakan ketaksamaan terakhir dan ketaksamaan Chebyshev, diperoleh 

𝜇(𝐸𝛾) ≤ 𝜇 {𝑥 ∈ 𝐵(𝑎, 𝑟) ∶  ∫
𝜌(|𝑥 − 𝑦|)

|𝑥 − 𝑦|
 

𝐵(𝑥,𝑅1)

|𝑓(𝑦)|𝑝𝑑𝜇(𝑦) >
(𝛾 2⁄ )𝑝

𝐶4
𝑝
𝜙(𝑅1)

(
𝑝

𝑞
−1)(𝑝−1)

} 

≤
2𝑝𝐶4

𝑝
𝜙(𝑅1)

(
𝑝

𝑞
−1)(𝑝−1)

𝛾𝑝
∫ ∫

𝜌(|𝑥 − 𝑦|)

|𝑥 − 𝑦|
 

𝐵(𝑥,𝑅1)

|𝑓(𝑦)|𝑝𝑑𝜇(𝑦)𝑑𝜇(𝑥)
𝐵(𝑎,𝑟)

 

≤
𝐶

𝛾𝑝
𝜙(𝑅1)

(
𝑝

𝑞
−1)(𝑝−1)

∫ ∫
𝜌(|𝑥 − 𝑦|)|𝑓(𝑦)|𝑝

|𝑥 − 𝑦|
 

𝐵(𝑥,𝑅1)

𝜒𝐵(𝑎,𝑟)𝑑𝜇(𝑦)𝑑𝜇(𝑥)
ℝ

 

≤ 
𝐶

𝛾𝑝
𝜙(𝑅1)

(
𝑝

𝑞
−1)(𝑝−1)

∫ |𝑓(𝑦)|𝑝

ℝ

∫
𝜌(|𝑥 − 𝑦|)

|𝑥 − 𝑦|
 

𝐵(𝑦,𝑅1)

𝜒𝐵(𝑎,𝑟)𝑑𝜇(𝑦)𝑑𝜇(𝑥) 

Berdasarkan ketaksamaan sebelumnya diperoleh 

𝜇(𝐸𝛾) ≤
𝐶

𝛾𝑝
 𝜙(𝑅1)

(
𝑝

𝑞
−1)𝑝

∫ |𝑓(𝑦)|𝑝 
ℝ

𝑀 𝜒𝐵(𝑎,𝑟)(𝑦)𝑑𝜇(𝑦) 

≤
𝐶

𝛾𝑝
𝛾̃
𝑝2

𝑞
−𝑝
𝑟𝜙(𝑟)𝑝‖𝑓‖

𝐿𝑝,𝜙(𝜇)

𝑝
 

≤ 𝐶𝑟𝜙(𝑟)𝑝 (
‖𝑓‖𝐿𝑝,𝜙(𝜇)

𝛾
)

𝑞

 

KESIMPULAN 

Penelitian ini menunjukkan ketaksamaan operator integral fraksional yang diperumum 
pada ruang Morrey tak homogen yang diperumum . Dari Teorema 3.1, Teorema 3.2 dan Teorema 

3.3 diperoleh 𝜇(𝐸𝛾) ≤ 𝐶𝑟𝜙(𝑟)
𝑝 (

‖𝑓‖
𝐿𝑝,𝜙(𝜇)

𝛾
)
𝑞

. 
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