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Abstrak

Operator integral fraksional merupakan salah satu operator dalam ilmu analisis. Operator integral
fraksional itu sendiri memetakan sebarang fungsi bernilai real ke dalam bentuk integral dari pembagian
fungsi tersebut. Salah satu perkembangan operator integral fraksional yaitu operator integral fraksional
yang diperumum. Ruang Morrey merupakan perluasan dari ruang Lebesgue. Ruang Morrey merupakan
himpunan semua fungsi terukur Lebesgue, yang normnya berhingga atas ruang Morrey. Penelitian ini, akan
membahas mengenai ketaksamaan operator integral fraksional yang diperumum pada ruang Morrey tak
homogen yang diperumum. Pembuktian ketaksamaan tersebut akan menggunakan ketaksamaan
Chebyshev dan ketaksamaan Holder.

Kata kunci: Operator Integral Fraksional; Operator Integral Fraksional yang Diperumum; Ruang Morrey
Tak Homogen yang Diperumum.

Abstract

Fractional integral operators is one of the operators in mathematics analysis. Fractional integral operator
itself maps any real-valued function into the integral form of the division of the at function. One of the
expansion of fractional integral operator is generalized fractional integral operator. Morrey space is an
extension of Lebesgue space. Morrey space is the set of all Lebesgue measurable functions, whose norm is
finite over Morrey space. In this study, we will discuss the inequalities of the generalized fractional integral
operator on a generalized non-homogeneous Morrey space. We will proof this inequality using Chebyshev
inequality and Holder inequality

Keywords: Fractional Integral Operators; Generalized Fractional Integral Operators; Generalized Non-
homogeneous Morrey Space

PENDAHULUAN

Operator integral fraksional dikenalkan oleh Marcel Riesz pada tahun 1886 dan pada
tahun 2001 oleh Nakai mengembangkan operator integral fraksional yang diperumum. Penelitian
tentang operator integral fraksional yang diperumum banyak dilakukan ([2,3]). Ruang Morrey
senidiri diperkenalkan oleh C.B Morrey pada tahun 1938. Ruang Morrey tak homogen yang
diperumum merupakan salah satu modifikasi yang ada. Adapun penelitian tentang ruang Morrey
tak homogen yang diperumum ([4]). Ketaksamaan Holder merupakan salah satu ketaksamaan
dasar yang diperkenalkan oleh Leonard James Rogers (1888) dan disempurnakan oleh Otto
Holder (1889) [5]. Penelitian tentang operator integral fraksional yang diperumum banyak
dijumpai, seperti penelitian yang dilakukan oleh [6] dan [7].

Sebelumnya akan didefinisikan terlebih dahulu definisi operator integral fraksional,
operator integral fraksional yang diperumum, ruang Morrey, dan ruang Morrey tak homogen yang
diperumum
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Definisi 2.1. [3] Misalkan f fungsi real di R 0 < @ <n <d dan u adalah ukuran Lebesgue.
Operator integral fraksional disimbolkan 1,, memetakan f : R* > Rkel,f : R > R sebagai

_ f)
o) = | e due) M

Definisi 2.2. [2] Misalkan R*(0,0),0 <n < d, p : (0,0) — (0,%) dan f sebarang fungsi R.
Operator integral fraksional yang diperumum, disimbolkan sebagai I, didefinisikan sebagai:

Lf(x) = f pllx _l,iv PU =D ey duy) @)

[x —
Jikap(t) = t% 0 < a <nmakal, = I,.

Definisi 2.3. [1] Misalkan 0 < p < q < . Ruang Morrey merupakan himpunan semua fungsi f €
(RY) sedemikian hingga,

MC
1

||f||Lp = Sup |B(x, r)|q P (f( )lf(y)pdy>p < oo 3)
B(x,r

x€R%,r>0

Definisi 2.4.[4] Misal 1 <p < oo dan ¢:(0,0) — (0,0). Ruang Morrey tak homogen yang
diperumum LP® (u) = LP?® (]Rd, y) didefinisikan sebagai:

1 1 %
s = 33855 (7, 070 < ®

HASIL DAN PEMBAHASAN

Teorema 3.1 Misalkan1 < p < gdan% = %— % maka terdapat konstanta C > 0 sedemikian

hingga

If e \*
p({xeR: >y < C (T“‘)
Untuk setiap y > 0.
Bukti. Misalkan I, f(x) = I;(x) + I,(x) dengan
f»

Ii(x) = f T du

1 BOLR) |X _ yln Y (y)
Sedangkan

f»

L) = j I
2 ROB(R) [ X — Y[

(n—a)p' =n+y,dimanay =n(p’' — 1) — ap’, maka
n
l,=n(1——)—a=——a>0
p p

1
dengan menggunakan lema 4.2 |I,(x)| < ||f||Lp(M)(Cr_V)7 = CIIfIILp(M)r_(E_a), berlaku untuk

n

p = 1.Kita mengasumsikan bahwa || f|l»(,) = 1.Juga, untuk A > 0, kita pilih r bahwa Cr_(E_a) =
%. Maka,
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(x€RY: |If(x)| >} c {x eR: |I,(x)] > } {x eR®: |L,(x)] > }
dikarenakan hubungan antara r dan 4, keduanya kosong. Kita menggunakan ketaksamaan Holder

untuk mendapatkannya
1

FO)IP z du@y) \7'
o[ s (] 2

= f» P
=C (L(x,R) Ix — y|n=a dﬂ()’))

Selanjutnya, menggunakan ketaksamaan Chebyshev dan lema 4.1, kita mendapatkan

u(fx € RE: |10 > A) < M({x ERC: |1 > ,1})
=0 fRdL(xR)|x|f(y)|rll z du(y)du(x)

dp(x)
<c fRd L R Ll
du(x)
<C Pd
<c | IForduo) |

B(x,R) |x — yln—a
q
< C< ”f”Lp(u)>
Y

Teorema 3.2 Misalkan f:o @dt < C¢r untuk setiap r > 0 dan A € [0,n — ) kita mempunyai
f t* L p(t)dt < Crite T r >0
T

Jika é =1- % maka terdapat konstanta C > 0 sedemikiaan hingga f € L“®(u) dan sebarang

bola B(a,r) € RY, kita mempunyai

uxeBlar): I, f()l >y} =< Crg(r) <
Untuk setiapy > 0

”f”Lirfb(u) >q
14

Bukti. Jika |1, f(x)| > y, maka
If )l lf )
feols | pmao)+ | )

|x—y|<r |
=:A+B
Kita amati untuk cara pertama yang kita dapatkan

A=j Fi6%] ()
Jx-yl<r -

|x — y|*=

Z j If(yl)nl 7 )

s [x— y|<—r

- 4L @ d
jzz_oo (2/ryn=e j|‘x—y|52j+1rlf(y)| /,t(y)

-1

. 1
< D PO G| OGO

j:—OO

< 2% OMf(x) Z 2Ja
j:—oo

< CrMf(x)
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Sementara itu, cara kedua kita memiliki cara berikut:

. f| SO o)

x-y|zr |x - yln «
[oe]

sZ] | %dm)

Irs|x—y|<2/+1r |x -

z (er)n a flx_ylsszJf(YN du(y)

< ) 2M2)n) lf )l du(y)

MS'

2,5 @iy Ty

< ClIfll10q Z(zfr)“qb(zf“r)
j=0
Dengan ¢ selalu naik, makaj = 0,1, 2, ...
2/t

(2/r)“p(2/*1r) < C f t*1p(e)de
2ir
Dengan ketaksamaan terakhir

[o¢]

B Cliflleg, | € ¢@0de

7
< Crl+a—n|lf|lLL¢(#)
Maka, kita dapatkan
llaf ()] < C[Mf(x)]l’ﬂllflle(m

Selanjutnya, kita mempunyai
n-1

n-A-a 4
14 Y
Mf(x) > — =\ ——=—
C”fl M1¢(u) C”fl Ml(b(“)

dan selanjutnya, kita dapatkan

MLP ()

q
/||f||q o)
B ((x € B 1l 001> ¥ ) < Crp(r) | —220

q
< Crg () ( —llfllL;'”“))

Teorema 3.3 Misalkan 1 < p < q < co. Asumsikan bahwa inf ¢(r) = 0 dan sup ¢(r) = . Jika
r>0

fungsi ¢ dan p memenuhi
oo 0 p
[22C de < ¢ p@r)P dan () [ 22 de + [PEOLOD 4r < ¢ p(r)a

untuk setiap r > 0, maka untuk sebarang fungsi f € LP®(u) dan sebarang bola B(a,r) S R%
berlaku

q
u(x € B@ )+ G| > 7)) < Cro(ry <”f”T¢u>

untuk setiap y > 0.
Bukti. Tinjau sebarang bola B(a,r) € R%. Untuk setiap x € B(a,r), misalkan

1GO) = [y P2 I O)IAu() dan () = fya ey Zoma 21 D du(y)
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Untuk sebarang R > 0 yang tertentu. Dengan menggunakan dekomposisi dipartisi, kondisi
growth dari fungsi p, ketaksamaan Holder, kondisi growth dari p, definisi dari ||f|l rx(,) dan

kondisi doubling dari ¢, diperoleh

_ p(lx —yl)
LG = de\B(xR}—lx £ 0)ldu)

z [ B 160 due
(B,2J*1R)

—p * (2/*1R If )| du(y)
; (2/R) ( ) B(x,2/+1R)

= ;% fB(x,ziﬂR)lf(y)lp ) (u (B(x, 2j+1R))>1_E

o p*(2j+1R) = . 1_%
= ;W -[B(x,zjﬂR)lf(y)lp ) (2] 1R)

<c Zp*(Zj“R) IFO)IP du(y)

1
(27*'R) B(x,2J+1R)

k,2/t1R
<c ||f||LP¢,(M)ka p(t)qb(t)

2J+1R

Berdasarkan kondisi doubling darl fungsi ¢, dlperoleh

()l <€ ”f”LP"’(u)f Zx[klsz kzZJR]( ) p(t)tfb(t)'dt

< C Il mog 1+ log, (%))f: RM d

)

< ClfllLpo e 2kiR)
p

< G If oy d (R

)4

»
— ] .K fi i hi inf %
2C3”f”va¢’(/,L)> arena fungsi ¢ memenuhi %r>10¢(r) <7<

Untuk setiap y > 0, misalkan 7 = (

sup ¢(r), maka terdapat k, € Z sedemikian sehingga untuk suatu Ry, R, € [2¥e, 2k0*1] berlaku

r>0
¢(R) <7 < d(Ry)
Karena R; dan R, memenuhi% < i—: < 2, maka terdapat suatu konstanta € > 0 sedemikian hingga
¢(R,) < Cohp(R,). Akibatnya,
$(R1) <7 < CP(Ry)
Oleh karena itu, untuk R = R, dapat diperoleh

P 12
112G < C5 If lpopP(RDT < Callfllypag 7t <3
Definisikan E,, = {x € B(a,r): |Ipf(x)| > y}. Karena untuk setiap x € B(a, r) berlaku |Ipf(x)| <

1L COl + [L0)] < [ ()] + 12—/ maka
MEJSquEBmmy|h@N>gD

Berdasarkan ketaksamaan Holder dan ketaksamaan 4.4, diperoleh

-
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p(x =D ([ elx=yD N\
ner ([ e T ([ = )

< ¢,p(r0) fB , )p (|L _'yl')|f<y)|vdy<y)

Dengan menggunakan ketaksamaan terakhir dan ketaksamaan Chebyshev, diperoleh

p(lx—yb) (v/2)P

u(Ey) Suix€Blar): FG)IPdu <y)>Cp¢(R Ny

B(x,Ry) |x vl

If )IPdu(y)du(x)

c E—l (p-1) p(lx — yl)lf(y)l”
<5 ¢(R1) f jB o =yl XB(arydu(y)du(x)

|x

1
zpc”cp(R) e f f p(x y|)
B(a,r) YB(x,Ry)

C p_ _ —
< y—,,d)(Rl)(q - fR|f<y)|p [ ”('xfyy') o tamdi()du()

ByRy X =V
Berdasarkan ketaksamaan sebelumnya diperoleh

(B < © oyl f FOIP M 30 G)dRE)

2

C
p

< Cro(r)P <—”f”Lyp'¢(” )>

KESIMPULAN

Penelitian ini menunjukkan ketaksamaan operator integral fraksional yang diperumum
pada ruang Morrey tak homogen yang diperumum . Dari Teorema 3.1, Teorema 3.2 dan Teorema

(rl
3.3 diperoleh u(E, ) < Cro(r )p( L”"’(u)) _
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