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Abstrak

Operator integral fraksional atau operator Riesz merupakan operator terbatas dari ruang Lebesgue.
Operator integral fraksional ini memetakan sebarang fungsi bernilai real ke dalam bentuk integral dari
fungsi integral fraksional. Ruang Morrey adalah kumpulan dari fungsi anggota bentuk perumuman dari
ruang Lebesgue. Pada penelitian ini, akan membahas mengenai operator integral fraksional yang
diperumum pada ruang Morrey yang diperumum. Pembuktian tersebut akan dilakukan dengan
menggunakan dipartisi. Dapat disimpulkan bahwa operator integral fraksional yang diperumum pada ruang

Morrey yang diperumum pada Teorema A “TPfHM < Cp_q||f||Mp¢ dan Teorema |Tpf(x)|q <
q.P/q ’
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Kata kunci: Operator Integral Fraksional; Ruang Morrey

Abstract

The fractional integral operator or Riesz operator is a finite operator of the Lebesgue space. This fractional
integral operator maps any real-valued function into the integral form of the fractional integral function.
Morrey space is a collection of general form member functions of Lebesgue space. In this study, we will
discuss the generalized fractional integral operator on a generalized Morrey space. The proof will be done
using partitioned. It can be concluded that the generalized fractional integral operator on Morrey space

; q q-p
generalized to Theorem A ||Tpf||Mq'¢p/q < Cp,q”f”JvrM and Theorems B |Tpf(x)| < CMf(x)P||f||Mpl¢.

Keywords: Fractional Integral Operator; Morrey Space.

PENDAHULUAN

Operator integral fraksional adalah bagian dari potensial Riesz. Operator integral
fraksional dikenalkan oleh Marcel Riesz pada tahun 1886. Operator integral fraksional
merupakan operator terbatas dari ruang Lebesgue. Operator integral fraksional ini
memetakan sebarang fungsi bernilai real ke dalam bentuk integral dari fungsi integral
fraksional. Pada Penelitian ketaksamaan tipe lemah untuk operator integral fraksional
pada ruang Morrey yang diperumum. Operator [,f yang memetahkan sebarang fungsi
ernilai real ke dalam bentuk integral dari pembagian fungsi tersebut.

Teorema Hardy-Littlewood-Sobolev telah dibuktikan pada integral fraksional dalam
ukuran ganda (doubling) maupun tak ganda (non-doubling), di mana ruang tak homogen
adalah ruang R"™ yang dilengkapi dengan ukuran tak negatif u yang memenuhi kondisi
growth (u € GC (n)). Ukuran p dikatakan memenuhi kondisi growth apabila terdapat
konstanta C > 0 sedemikian sehingga untuk semua bola B(x, r),,u(B (x, r)) < Cr™
(Hajiayov, 2015).
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Ruang Lebesgue

Ruang Lebesgue berisi kelas fungsi yang saling ekuivalen sedemikian sehingga
norm fungsi itu terbatas di ruang Lebesgue terbatas.
Definisi 2.1
Ruang Lebesgue LP (R™) termasuk ruang fungsi, misalkan R"™ adalah himpunan terukur
dan ada sebarang nilai 1 < p < oo yang dilengkapi dengan norm ||*||,» merupakan ruang

bernorma, [1]dengan
1

Iflly = f FolPdx | < oo
[Rn

Definisi 2.2
ruang Lebesgue lemah L?OC
yang memenuhi

(R™) didefinisikan sebagai semua fungsi terukur f: R" - R

| reorar <o
K
Untuk setiap subhimpunan kompak K € R". [2]
Ruang Lebesgue Lokal

Ruang Lebesgue lokal L} =L} (R"),1<p <o adalah kumpulan kelas-kelas
ekeuivalen f sedemikian sehingga untuk setiap sub himpunan kompak s € R" berlaku
JIfIP < 0. T3]
Ruang Morrey

Ruang Morrey merupakan kumpulan dari fungsi anggota bentuk perumuman

dari ruang Lebesgue.
Definisi 2.3

Misalkan 1 < p < g < . Ruang Morrey M; (R™) merupakan himpunan semua fungsi
f € I (R") sedemikian sehingga,

loc
1

I »
g = s 8@t ([ yapas) <o
q a€R,r>0 B(a'r)
|B(a, )| meyatakan bola buka di R" yang berpusat di a dan berjari-jari r. Jika p=q, maka
M} = LP. (Mu'tazili, 2019)

1

Il = sup |B(a.r)|3‘%<j . )If(x)de>p
B(a,r

aeR,r>0

= sup |B(a,r)|°<f ( |f<x)pdx>p
B(a,r)

aceR,r>0

_ (JﬁJ |f(x)pdx>p
B(a,r)

= Il

Perumum Ruang Morrey

Ruang Morrey yang diperumum dinotasikan sebagai M 5 (R™). Sebelum
membahas mengenai definisi ruang Morrey yang diperumum, terlebih dahulu di misalkan
1 < p < oo dan Gp adalah himpunan semua fungsi ¢: (0, o) — (0, o) sedimikian sehingga
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¢ hampir menurun yaitu terdapat C > 0 sedemikian sehingga ¢ (r) = C¢(s) untuk setiap
0 < r < s < oo danr?¢ hampir naik (yaitu terdapat C > 0 sedemikian sehinggarr¢(r) <

CsP¢(s) untuk setiap 0 < r < s < o). Perhatian jika ¢ € Gp, maka ¢ memenuhi doubling

condition, yang berarti bahwa terdapat C > 0 sedemikian sehingga% <20 o Cketikal <

. TG T

=2 [4]

Definisi 2.4

Misalkan 1 < p < oo dan ¢ € Gp, ruang Morrey yang diperumum M£ (R™) didefinisikan
sebagai himpunan semua fungsi terukur f € R" yang memenuhi [5].

1 1
IFIl 2 M2 = su <
U ¢ aeR,E>0 ¢ \|B(a,1)| B(ar)

1

|f<x)pdx)p <o

Operator Integral Fraksional

Operator integral fraksional diperkenalkan oleh Marcel Riesz pada tahun 1886.
Operasi integral fraksional itu sendiri didefinisikan sebagai berikut.
Definisi 2.5
Misalkan f adalah fungsi terukur bernilai riil pada X,n > 1, dan misalkan 0 < a < n.
Operator I, yang memetakan fungsi f: X - Rke I,f: X - R dengan

..... )
Iof (X) := Wf(x)dﬂ(ﬁ, x €X

Adalah operator integral fraksional [6].

Operator Maksimal Hardy-Littlewood
Pembuktian keterbatasan perumum operator integral fraksional diperumum
membuktikan operator maksimal yang didefinisikan sebagai berikut
Definisi 2.6
Operator maksimal Hardy-Littlewood, dilambangkan M™
M"f(x) := sup

— lfWlduly
Br>o ,u(B (X, T)) B(x,1) f ( )
Dalam hal ini B(x,r) adalah bola buka di X yang berpusat di x € X dengan radius r > 0
dan ,u(B (x, r)) adalah ukuran Lebesgue [7].

Doubling Condition
Salah satu kondisi dalam pengerjaan operator integral fraksional yaitu kondisi
doubling. didefinisikan sebagai berikut:

Definisi 2.7
Misalkan ¢ : (0,00) — (0, 00) dan asumsikan ¢ memenuhi syarat berikut yaitu terdapat
C; > 1 sedemikian hingga untuk setiap s, v > 0 berlaku:

1 _ 906 v
. < ) < C;,untuks € [2,217]

“@(s
f qbi )ds < Cip(v)
-
Maka fungsi ¢ dikatakan memenuhi kondisi doubling [7].
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HASIL DAN PEMBAHASAN
1. TeoremaA
Bukti
Karena p memenuhi kondisi doubling, maka untuk setiap k,r > 0 didapat
2k+1r
f PO —dt~p(2*r)
2kr
Misal

Untuk setiap x € R" dan R > 0, dapat ditulis

T,f(x) = fl Mf(y)dy + p (r)/@-p) f p(lx =yl dy

x—y|<R lx — y|" |x—y|=R lx —y|"

5 (x— ) o
flx yier ¥ = Y1 Te=yi /O Z 'LkR<Ix yl<2k+1R Jx =yt F@ldy

ZkR .....
<c Z D IFO)lay
k

=—o0 (2*R)" |x—y|<2k+1R
<CM
|11(x)| = C”f”]v[p‘(b(p(R)P/q
IT,f O < CMF)RIYP=D/™ 4 Cp
P(r)q/(q"’)j p—(t)td)(t) dt < Cp(r)(29)*/?

r

P(T)Q/(q_p)jmp(tw(t)

C T

p(r)"/(q‘p)f p(t)¢()
C

dt < Cp(r)

dt < Cp(r)
f p(t )¢>( )

T

(L@ < f :

[x—y|=R |

p(x—yD
<p(r)z:-];dex y|<2k+1R |x y" Fldy

,0( k ) .....
L (2FR)"

dt < p(r)

”('—_l”n')|f< dy

< C.p(r)1/@-p)

lf ) ldy
|x—y|<2k+1

ZkR ..... 1/p
< C.p?/@a-p Z (Z’ER)’JP (Jlx_y|<2k+1|f(y)|dy>

4.1 Teorema B

Bukti.
Untuk setiap x guR” dankR >0,
< p(lx—yD) “ o p(x =y
TG = [ P ppay+ [ P 0y = 1o + 1o
|x—y|<R lx =yl |x—y|=R |x =yl
Selanjutnya,
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resl = p(lx =D
= 'I|‘X—J/|<R lx — y|™ FO)ldy
""" lx — yI)
lfO)ldy
Z -l;kR<|x y|<2k+1R Ix y" 4
k i
<C P R) If )ldy

(ZkR) |x y|<2k+1R

< CMf(x) Z p(2*R)

k=—o0

= CMf(x) f
< CMf(x)qj)(R)(p D/4q.

Sementara itu untuk 7, (x)

11| Y p(lx—yD)
o e
p(1x — 1)
_— dy
;LkR<|x yl<2k+iR lx —y|™ Fo)l
k i
<y 2R FO)ldy

(sz)n [x— y|<2k+1R

p(2*R) P
=C Z (sz)n/p <f|x_y|<2k+1R|f(y) |pdy>

< Clifle, ¢ Z pETIR)G(2HF )2 TIR)

< Cllfllae,, Z f 000,

2k+1R
= Clf e, Lk p(t)tci)(t) Qe

< Cllfllag, o (RIP/.

Tambahkan keduanya, didapat
IT,F@)] < C[MF@GRIP=D1 + | fllae, , (RIP].

Asumsikan bahwa f tidak identik 0 dan bahwa Mf terbatas di mana-mana. karena ¢
surjektif dapat dipilih R > 0 sedemikian hingga ¢(R) = Mf(x). ||f||§,[1p¢, Karena itu,

untuk setiap x € R™, didapat

IT,f|" < cMFEPIFILY
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Ketaksamaan yang diinginkan mengikuti dari ini dan operator maksimal terbatas pada
M, o
D¢

KESIMPULAN

Berdasarkan dari hasil penelitian di bab sebelumnya, maka penulis dapat menyimpulkan
bahwa operator integral fraksional yang diperumum pada ruang Morrey yang

diperumum pada Teorema A ||Tpf||M e < Cp,q”f”Mp_¢ dan Teorema B |Tpf(x)|q <
a.9
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