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Abstrak  

Operator integral fraksional atau operator Riesz merupakan operator terbatas dari ruang Lebesgue. 
Operator integral fraksional ini memetakan sebarang fungsi bernilai real ke dalam bentuk integral dari 
fungsi integral fraksional. Ruang Morrey adalah kumpulan dari fungsi anggota bentuk perumuman dari 
ruang Lebesgue. Pada penelitian ini, akan membahas mengenai operator integral fraksional yang 
diperumum pada ruang Morrey yang diperumum. Pembuktian tersebut akan dilakukan dengan 
menggunakan dipartisi. Dapat disimpulkan bahwa operator integral fraksional yang diperumum pada ruang 

Morrey yang diperumum pada Teorema A ‖𝑇𝜌𝑓‖
ℳ

𝑞,𝜙𝑝/𝑞
≤ 𝐶𝑝,𝑞‖𝑓‖ℳ𝑝,𝜙

  dan Teorema |𝑇𝜌𝑓(𝑥)|
𝑞

≤

𝐶𝑀𝑓(𝑥)𝑝‖𝑓‖ℳ𝑝,𝜙

𝑞−𝑝
B  . 

Kata kunci: Operator Integral Fraksional; Ruang Morrey 

Abstract 

The fractional integral operator or Riesz operator is a finite operator of the Lebesgue space. This fractional 
integral operator maps any real-valued function into the integral form of the fractional integral function. 
Morrey space is a collection of general form member functions of Lebesgue space. In this study, we will 
discuss the generalized fractional integral operator on a generalized Morrey space. The proof will be done 
using partitioned. It can be concluded that the generalized fractional integral operator on Morrey space 

generalized to Theorem A ‖𝑇𝜌𝑓‖
ℳ

𝑞,𝜙𝑝/𝑞
≤ 𝐶𝑝,𝑞‖𝑓‖ℳ𝑝,𝜙

 and Theorems B |𝑇𝜌𝑓(𝑥)|
𝑞

≤ 𝐶𝑀𝑓(𝑥)𝑝‖𝑓‖ℳ𝑝,𝜙

𝑞−𝑝
. 

Keywords: Fractional Integral Operator; Morrey Space. 

PENDAHULUAN  

Operator integral fraksional adalah bagian dari potensial Riesz. Operator integral 
fraksional dikenalkan oleh Marcel Riesz pada tahun 1886. Operator  integral fraksional 
merupakan operator terbatas dari ruang Lebesgue. Operator integral fraksional ini 
memetakan sebarang fungsi bernilai real ke dalam bentuk integral dari fungsi integral 
fraksional. Pada Penelitian ketaksamaan tipe lemah untuk operator integral fraksional 
pada ruang Morrey yang diperumum. Operator 𝐼𝛼𝑓 yang memetahkan sebarang fungsi 
ernilai real ke dalam bentuk integral dari pembagian fungsi tersebut.  

Teorema Hardy-Littlewood-Sobolev telah dibuktikan  pada integral fraksional dalam 
ukuran ganda (doubling) maupun tak ganda (non-doubling), di mana ruang tak homogen 
adalah ruang ℝ𝑛 yang dilengkapi dengan ukuran tak negatif 𝜇 yang memenuhi kondisi 

growth (𝜇 ∈ 𝐺𝐶(𝑛)). Ukuran 𝜇 dikatakan memenuhi kondisi growth apabila terdapat 

konstanta 𝐶 > 0 sedemikian sehingga untuk semua bola 𝐵(𝑥, 𝑟), 𝜇(𝐵(𝑥, 𝑟)) ≤ 𝐶𝑟𝑛 

(Hajiayov, 2015). 

mailto:email2@gmail.com
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Ruang Lebesgue 
Ruang Lebesgue berisi kelas fungsi yang saling ekuivalen sedemikian sehingga 

norm fungsi itu terbatas di ruang Lebesgue terbatas.   
Definisi 2.1   
Ruang Lebesgue 𝐿𝑝(ℝ𝑛) termasuk ruang fungsi, misalkan ℝ𝑛 adalah himpunan terukur 
dan ada sebarang nilai 1 ≤ 𝑝 < ∞ yang dilengkapi dengan norm ‖∙‖𝐿𝑝 merupakan ruang 
bernorma, [1]dengan  

‖𝑓‖𝐿𝑝 = ( ∫ |𝑓(𝑥)|𝑝𝑑𝑥 

⬚

ℝ𝑛

)

1

𝑝

< ∞ 

Definisi 2.2 
ruang Lebesgue lemah 𝐿𝑙𝑜𝑐

𝑝 (ℝ𝑛) didefinisikan sebagai semua fungsi terukur 𝑓: ℝ𝑛 → ℝ 
yang memenuhi  

∫ |𝑓(𝑥)|𝑝𝑑𝑥 < ∞
⬚

𝐾

 

Untuk setiap subhimpunan kompak 𝐾 ⊆ ℝ𝑛. [2] 
Ruang Lebesgue Lokal 

Ruang Lebesgue lokal 𝐿𝑙𝑜𝑐
𝑝 = 𝐿𝑙𝑜𝑐

𝑝 (ℝ𝑛), 1 ≤ 𝑝 ≤ ∞ adalah kumpulan kelas-kelas 
ekeuivalen 𝑓 sedemikian sehingga untuk setiap sub himpunan kompak 𝑠 ∈ ℝ𝑛 berlaku 
∫ |𝑓|𝑝 < ∞

 

𝑆
. [3]. 

Ruang Morrey  
Ruang Morrey merupakan kumpulan dari fungsi anggota bentuk perumuman 

dari ruang Lebesgue. 
Definisi 2.3  
Misalkan 1 ≤ 𝑝 ≤ 𝑞 < ∞. Ruang Morrey ℳ𝑞

𝑝(ℝ𝑛) merupakan himpunan semua fungsi 

𝑓 ∈  𝐿𝑙𝑜𝑐
𝑝 (ℝ𝑛) sedemikian sehingga,  

‖𝑓‖
ℳ𝑞

𝑝 ∶= 𝑠𝑢𝑝
𝑎∈ℝ,𝑟>0

|𝐵(𝑎, 𝑟)|
1

𝑞
−

1

𝑝 (∫ |𝑓(𝑥)𝑝𝑑𝑥
⬚

𝐵(𝑎,𝑟)

)

1

𝑝

< ∞ 

|𝐵(𝑎, 𝑟)| meyatakan bola buka di ℝ𝑛 yang berpusat di 𝑎 dan berjari-jari 𝑟. Jika p=q, maka 
ℳ𝑞

𝑝 = 𝐿𝑝 . (Mu’tazili, 2019) 

‖𝑓‖
ℳ𝑞

𝑝  = 𝑠𝑢𝑝
𝑎∈ℝ,𝑟>0

|𝐵(𝑎, 𝑟)|
1

𝑞
−

1

𝑝 (∫ |𝑓(𝑥)𝑝𝑑𝑥
⬚

𝐵(𝑎,𝑟)

)

1

𝑝

 

 

= 𝑠𝑢𝑝
𝑎∈ℝ,𝑟>0

|𝐵(𝑎, 𝑟)|0 (∫ |𝑓(𝑥)𝑝𝑑𝑥
⬚

𝐵(𝑎,𝑟)

)

1

𝑝

 

 

=  (∫ |𝑓(𝑥)𝑝𝑑𝑥
⬚

𝐵(𝑎,𝑟)

)

1

𝑝

 

 = ‖𝑓‖𝐿𝑝  
 
Perumum Ruang Morrey  

Ruang Morrey yang diperumum dinotasikan sebagai ℳ𝜙
𝑝(ℝ𝑛). Sebelum 

membahas mengenai definisi ruang Morrey yang diperumum, terlebih dahulu di misalkan 
1 ≤ 𝑝 < ∞ dan 𝒢𝑝 adalah himpunan semua fungsi 𝜙: (0, ∞) → (0, ∞) sedimikian sehingga 
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𝜙 hampir menurun yaitu terdapat 𝐶 > 0 sedemikian sehingga 𝜙(𝑟) ≥ ∁𝜙(𝑠) untuk setiap 

0 < 𝑟 < 𝑠 < ∞ dan 𝑟
𝑛

𝑝𝜙 hampir naik (yaitu terdapat 𝐶 > 0 sedemikian sehingga 𝑟
𝑛

𝑝𝜙(𝑟) ≤

∁𝑠
𝑛

𝑝𝜙(𝑠) untuk setiap 0 < 𝑟 < 𝑠 < ∞). Perhatian jika 𝜙 ∈ 𝒢𝑝, maka 𝜙 memenuhi doubling 

condition, yang berarti bahwa terdapat ∁ > 0 sedemikian sehingga 
1

𝑐
≤

𝜙(𝑟)

𝜙(𝑠)
≤ ∁ ketika 1 ≤

𝑟

𝑠
≤ 2. [4] 

Definisi 2.4  
Misalkan 1 ≤ p < ∞ dan 𝜙 ∈ 𝒢𝑝, ruang Morrey yang diperumum ℳ𝜙

𝑝(ℝ𝑛) didefinisikan 

sebagai himpunan semua fungsi terukur 𝑓 ∈ ℝn yang memenuhi [5]. 

‖𝑓‖ ⊇ ℳ𝜙
𝑝

= 𝑠𝑢𝑝
𝑎∈ℝ,𝑟>0

1

𝜙(𝑟)
(

1

|𝐵(𝑎, 𝑟)|
∫ |𝑓(𝑥)𝑝𝑑𝑥

⬚

𝐵(𝑎,𝑟)

)

1

𝑝

< ∞ 

 
Operator Integral Fraksional 

Operator integral fraksional diperkenalkan oleh Marcel Riesz pada tahun 1886. 
Operasi integral fraksional itu sendiri didefinisikan sebagai berikut. 
Definisi 2.5  
Misalkan 𝑓 adalah fungsi terukur bernilai riil pada 𝑋, 𝑛 ≥ 1, dan misalkan 0 < α < n. 
Operator 𝐼𝛼 yang memetakan fungsi 𝑓: 𝑋 → ℝ ke 𝐼𝛼𝑓: 𝑋 → ℝ dengan  

𝐼𝛼𝑓(𝑋) ∶= ∫
1

𝛿(𝑥, 𝑦)𝑛−𝛼
𝑓(𝑋)𝑑𝜇(𝑦),   𝑥 ∈ 𝑋

⬚

𝑥

 

Adalah operator integral fraksional [6]. 
 

Operator Maksimal Hardy-Littlewood 
Pembuktian keterbatasan perumum operator integral fraksional diperumum  

membuktikan operator maksimal yang didefinisikan sebagai berikut  
Definisi 2.6 
Operator maksimal Hardy-Littlewood, dilambangkan 𝑀𝑛 

𝑀𝑛𝑓(𝑥) ∶= sup
𝐵𝑟>0

1

𝜇(𝐵(𝑥, 𝑟))
∫ |𝑓(𝑦)|𝑑𝜇(𝑦)

⬚

𝐵(𝑥,𝑟)

 

Dalam hal ini 𝐵(𝑥, 𝑟) adalah bola buka di 𝑋 yang berpusat di 𝑥 ∈ 𝑋 dengan radius 𝑟 > 0 
dan 𝜇(𝐵(𝑥, 𝑟)) adalah ukuran Lebesgue [7]. 

 
Doubling Condition 

Salah satu kondisi dalam pengerjaan operator integral fraksional yaitu kondisi 
doubling. didefinisikan sebagai berikut: 

 
 

Definisi 2.7  
Misalkan 𝜙 ∶ (0, ∞) → (0, ∞) dan asumsikan 𝜑 memenuhi syarat berikut yaitu terdapat 
𝐶1 > 1 sedemikian hingga untuk setiap 𝑠, 𝑣 > 0 berlaku: 

 

1

𝐶1
≤

𝜙(𝑠)

𝜙(𝑣)
≤ 𝐶1 , untuk 𝑠 ∈ [

𝑣

2
, 2𝑣] 

∫
𝜙(𝑠)

𝑠
𝑑𝑠 ≤ 𝐶1𝜙(𝑣)

∞

𝑟

 

 

Maka fungsi 𝜙 dikatakan memenuhi kondisi doubling [7]. 
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HASIL DAN PEMBAHASAN 

1. Teorema A  

Bukti 
Karena 𝜌 memenuhi kondisi doubling, maka untuk setiap 𝑘, 𝑟 > 0 didapat  

∫
𝜌(𝑡)

𝑡
𝑑𝑡~𝜌(2𝑘𝑟)

2𝑘+1𝑟

2𝑘𝑟

 

Misal  
Untuk setiap 𝑥 ∈ 𝑅𝑛 dan 𝑅 > 0, dapat ditulis 

𝑇𝜌𝑓(𝑥) = ∫
𝜌(|𝑥 − 𝑦|)

|𝑥 − 𝑦|𝑛
𝑓(𝑦)𝑑𝑦 +  𝜌

⬚

|𝑥−𝑦|<𝑅

(𝑟)𝑞/(𝑞−𝑝) ∫
𝜌(|𝑥 − 𝑦|)

|𝑥 − 𝑦|𝑛

⬚

|𝑥−𝑦|≥𝑅

𝑑𝑦 

∫
𝜌(|𝑥 − 𝑦|)

|𝑥 − 𝑦|𝑛

⬚

|𝑥−𝑦|≥𝑅

𝑓(𝑦)𝑑𝑦 ≤ ∑ ∫
𝜌(|𝑥 − 𝑦|)

|𝑥 − 𝑦|𝑛
|𝑓(𝑦)|𝑑𝑦

⬚

2𝑘𝑅≤|𝑥−𝑦|<2𝑘+1𝑅

1

𝑘=−∞

 

≤ 𝐶 ∑
𝜌(2𝑘𝑅)

(2𝑘𝑅)𝑛
∫ |𝑓(𝑦)|𝑑𝑦

⬚

|𝑥−𝑦|<2𝑘+1𝑅

1

𝑘=−∞

 

≤ 𝐶𝑀 
|𝐼1(𝑥)| ≤ 𝐶‖𝑓‖ℳ𝑝,𝜙𝜙(𝑅)𝑝/𝑞  

‖𝑇𝜌𝑓(𝑥)‖ ≤ 𝐶𝑀𝑓(𝑥)𝜙(𝑅)(𝑝−𝑞)/𝑚 + 𝐶𝜌 

𝜌(𝑟)𝑞/(𝑞−𝑝) ∫
𝜌(𝑡)𝜙(𝑡)

𝑡
𝑑𝑡 ≤ 𝐶𝜌(𝑟)(2𝑞)1/2

∞

𝑟

 

𝜌(𝑟)𝑞/(𝑞−𝑝)

𝐶
∫

𝜌(𝑡)𝜙(𝑡)

𝑡
𝑑𝑡 ≤ 𝐶𝜌(𝑟)

∞

𝑟

 

𝜌(𝑟)𝑞/(𝑞−𝜌)

𝐶
∫

𝜌(𝑡)𝜙(𝑡)

𝑡
𝑑𝑡 ≤ 𝐶𝜌(𝑟)

∞

𝑟

 

∫
𝜌(𝑡)𝜙(𝑡)

𝑡

∞

𝑟

𝑑𝑡 ≤ 𝜌(𝑟) 

(|𝐼2(𝑥)|) ≤ ∫
𝜌(|𝑥 − 𝑦|)

|𝑥 − 𝑦|𝑛
|𝑓(𝑦)|𝑑𝑦

⬚

|𝑥−𝑦|≥𝑅

 

≤ 𝜌(𝑟) ∑ ∫
𝜌(|𝑥 − 𝑦|)

|𝑥 − 𝑦|𝑛
|𝑓(𝑦)|𝑑𝑦

⬚

2𝑘𝑅≤|𝑥−𝑦|<2𝑘+1𝑅

∞

𝑘=0

 

≤ 𝐶. 𝜌(𝑟)𝑞/(𝑞−𝑝) ∑
𝜌(2𝑘𝑅)

(2𝑘𝑅)𝑛

∞

𝑘=0

∫ |𝑓(𝑦)|𝑑𝑦
⬚

|𝑥−𝑦|<2𝑘+1

 

≤ 𝐶. 𝜌𝑞/(𝑞−𝑝) ∑
𝜌(2𝑘𝑅)

(2𝑘𝑅)𝑛/𝑝

∞

𝑘=0

(∫ |𝑓(𝑦)|𝑑𝑦
⬚

|𝑥−𝑦|<2𝑘+1

)

1/𝑝

 

 
4.1 Teorema B 

Bukti. 
Untuk setiap 𝑥 ∈ 𝑅𝑛 dan 𝑅 > 0,   

𝑇𝜌𝑓(𝑥) = ∫
𝜌(|𝑥 − 𝑦|)

|𝑥 − 𝑦|𝑛
𝑓(𝑦)𝑑𝑦 +

⬚

|𝑥−𝑦|<𝑅

∫
𝜌(|𝑥 − 𝑦|)

|𝑥 − 𝑦|𝑛
𝑓(𝑦)𝑑𝑦 = 𝐼1(𝑥) + 𝐼2(𝑥).

⬚

|𝑥−𝑦|≥𝑅

 

Selanjutnya, 
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|𝐼1(𝑥)| 
≤ ∫

𝜌(|𝑥 − 𝑦|)

|𝑥 − 𝑦|𝑛
|𝑓(𝑦)|𝑑𝑦

⬚

|𝑥−𝑦|<𝑅

 

 
 

≤ ∑ ∫
𝜌(|𝑥 − 𝑦|)

|𝑥 − 𝑦|𝑛
|𝑓(𝑦)|𝑑𝑦

⬚

2𝑘𝑅≤|𝑥−𝑦|<2𝑘+1𝑅

1

𝑘=−∞

 

 
≤ 𝐶 ∑

𝜌(2𝑘𝑅)

(2𝑘𝑅)𝑛
∫ |𝑓(𝑦)|𝑑𝑦

⬚

|𝑥−𝑦|<2𝑘+1𝑅

1

𝑘=−∞

 

 
≤ 𝐶𝑀𝑓(𝑥) ∑ 𝜌(2𝑘𝑅)

1

𝑘=−∞

 

 
≤ 𝐶𝑀𝑓(𝑥) ∑ ∫

𝜌(𝑡)

𝑡

2𝑘+1𝑅

2𝑘

𝑑𝑡

1

𝑘=−∞

 

 
= 𝐶𝑀𝑓(𝑥) ∫

𝜌(𝑡)

𝑡
𝑑𝑡

𝑅

0

 

 ≤ 𝐶𝑀𝑓(𝑥)𝜙(𝑅)(𝑝−𝑞)/𝑞 . 
  

Sementara itu untuk 𝐼2(𝑥) 
|𝐼2(𝑥)| 

≤ ∫
𝜌(|𝑥 − 𝑦|)

|𝑥 − 𝑦|𝑛
|𝑓(𝑦)|𝑑𝑦

⬚

|𝑥−𝑦|≥𝑅

 

 
∑ ∫

𝜌(|𝑥 − 𝑦|)

|𝑥 − 𝑦|𝑛
|𝑓(𝑦)|𝑑𝑦

⬚

2𝑘𝑅≤|𝑥−𝑦|<2𝑘+1𝑅

∞

𝑘=0

 

 
≤ 𝐶 ∑

𝜌(2𝑘𝑅)

(2𝑘𝑅)𝑛
∫ |𝑓(𝑦)|𝑑𝑦

⬚

|𝑥−𝑦|<2𝑘+1𝑅

∞

𝑘=0

 

 
≤ 𝐶 ∑

𝜌(2𝑘𝑅)

(2𝑘𝑅)𝑛/𝑝
(∫ |𝑓(𝑦)|𝑝𝑑𝑦

⬚

|𝑥−𝑦|<2𝑘+1𝑅

)

1/𝑝∞

𝑘=0

 

 
≤ 𝐶‖𝑓‖ℳ𝑝,𝜙

∑ 𝜌(2𝑘+1𝑅)𝜙(2𝑘+1)𝜙(2𝑘+1𝑅)

∞

𝑘=0

 

 
≤ 𝐶‖𝑓‖ℳ𝑝,𝜙

∑ ∫
𝜌(𝑡)𝜙(𝑡)

𝑡

2𝑘+1𝑅

2𝑘

𝑑𝑡

∞

𝑘=0

 

 
= 𝐶‖𝑓‖ℳ𝑝,𝜙

∫
𝜌(𝑡)𝜙(𝑡)

𝑡

2𝑘+1𝑅

2𝑘

𝑑𝑡 

 ≤ 𝐶‖𝑓‖ℳ𝑝,𝜙
(𝑅)𝑝/𝑞 . 

 
Tambahkan keduanya, didapat  

|𝑇𝜌𝑓(𝑥)| ≤ 𝐶 [𝑀𝑓(𝑥)𝜙(𝑅)(𝑝−𝑞)/𝑞 + ‖𝑓‖ℳ𝑝,𝜙
(𝑅)𝑝/𝑞]. 

Asumsikan bahwa 𝑓 tidak identik 0 dan bahwa 𝑀𝑓 terbatas di mana-mana. karena 𝜙 
surjektif dapat dipilih 𝑅 > 0 sedemikian hingga 𝜙(𝑅) = 𝑀𝑓(𝑥). ‖𝑓‖ℳ𝑝,𝜙

−1 , Karena itu, 

untuk setiap 𝑥 ∈ 𝑅𝑛, didapat  

|𝑇𝜌𝑓(𝑥)|
𝑞

≤ 𝐶𝑀𝑓(𝑥)𝑝‖𝑓‖ℳ𝑝,𝜙

𝑞−𝑝 . 
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Ketaksamaan yang diinginkan mengikuti dari ini dan operator maksimal terbatas pada 
ℳ𝑝,𝜙. 

 

KESIMPULAN 

Berdasarkan dari hasil penelitian di bab sebelumnya, maka penulis dapat menyimpulkan 
bahwa operator integral fraksional yang diperumum pada ruang Morrey yang 

diperumum pada Teorema A ‖𝑇𝜌𝑓‖
ℳ

𝑞,𝜙𝑝/𝑞
≤ 𝐶𝑝,𝑞‖𝑓‖ℳ𝑝,𝜙

  dan Teorema B |𝑇𝜌𝑓(𝑥)|
𝑞

≤

𝐶𝑀𝑓(𝑥)𝑝‖𝑓‖ℳ𝑝,𝜙

𝑞−𝑝  . 
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