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Abstrak

Konstanta Euler-Mascheroni yang diperumum memiliki fungsi untuk menganalisis fungsi atau barisan yang
memiliki parameter tertentu di bidang berbagai. Seiring dengan kemajuan ilmu pengetahuan, konstanta
Euler-Mascheroni yang diperumum terus mengalami pembaharuan. Salah satunya dapat ditemukan pada
On Generalized Euler-Mascheroni Constants oleh G. Abe-1-Kpeng, M.M. Iddirisu, dan K. Nantomah tahun 2022.
Tujuan dari penelitian ini adalah untuk menganalisis hubungan antara konstanta Euler-Macheroni yang
diperumum dengan deret harmonik, serta menganalisis konstanta Euler-Mascheroni yang diperumum
dengan signed count permutation. Dalam analisis ini, diperlukan dekomposisi fungsi Riemann Zeta dan
bilangan Stirling jenis pertama. Metode yang digunakan dalam penelitian ini adalah penelitian kepustakaan
(literature research). Hasil dari penelitian ini adalah teorema-teorema baru yang terkait dengan konstanta
Euler-Mascheroni yang diperumum.

Kata kunci: Konstanta Euler-Mascheroni yang Diperumum; Deret Harmonik; Fungsi Riemann Zeta; Barisan
Stirling Jenis Pertama.

Abstract

The generalized Euler-Mascheroni constant analyzes functions or sequences with specific parameters in
various scientific fields. As scientific knowledge advances, the generalized Euler-Mascheroni constant
continues to undergo renewal. One example is found in "On Generalized Euler-Mascheroni Constants" by G.
Abe-I-Kpeng, M.M. Iddirisu, and K. Nantomah in 2022. The purpose of this study is to analyze the
relationship between the generalized Euler-Mascheroni constant and harmonic series, as well as to examine
its connection with signed count permutations. The analysis involves decomposing the Riemann Zeta
function and using Stirling numbers of the first kind. The methodology employed in this study was literature
research. This study yields new theorems concerning the generalized Euler-Mascheroni constant.

Keywords: Generalized Euler-Mascheroni Constant; Harmonic Series; Riemann Zeta Function; Stirling
Number of The First Kind.

PENDAHULUAN

[1] Konstanta Euler-Mascheroni (yang dikenal juga dengan konstanta Euler) ditemukan
pada 1735 oleh matematikawan asal Swiss yang bernama Leonhard Euler yang dilambangkan ¢
dengan lima angka di belakang koma, yaitu 0,57721. Pada 1790, Lorenzo Mascheroni,
matematikawan asal Italia mempopulerkan lambang y serta menemukan 32 digit angka
dibelakang koma. Akan tetapi, hanya 19 digit pertama yang benar, dimana digit ke-20 dan 21 serta
digit ke-31 dan 32 salah. Konstanta Euler-Mascheroni memiliki formula

—1+1+1+ +1 Ink,k>1
Yk = 23 X nK,k =
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Analisis Konstanta Euler-Mascheroni Yang Diperumum

Seiring berkembangnya ilmu pengetahuan, konstanta Euler-Mascheroni memiliki versi
yang diperumum untuk menganalisis fungsi atau barisan yang memiliki parameter tertentu.
Pengaplikasian konstanta Euler-Mascheroni yang diperumum di antaranya adalah sebagai
pemodelan partikel relativistik, mengubah biofisika membran ke worldsheets pada teori dawai,
dan Chen-Willmore submanifolds [2].

Di antara banyaknya konstanta Euler-Mascheroni yang diperumum, terdapat dua teorema
yang diperoleh K.peng,dkk (2022) yaitu'

Z m Z TS mmm) (1.1)
Lo 1 s@m+1,m) ...
3k = k+11 nf+t12 — (- 1)kk';24m(2m+1)!n=1 (k+1—n)!((k = m4+ 1) (1.2)

dimana k € Wdann = 1,2, ..., k + 1 serta S(m, n) merupakan barisan stirling jenis pertama dan
{(m) merupakan fungsi Riemann Zeta orde-m [7].

Karena pada ¥, dan 3, memiliki basis permutasi, maka X, dan 3, dapat dianalisis apakah
siklus dalam partisinya berurutan atau tidak dengan signed count permutation. Sehingga
diperoleh

oo 1 m
= D D Gy e (T ) (13)

m=2 n=1
o

1 Scp(2m+1,n)( n)
3k = k+1 Ink*12 — (—=1)*k! 24’"(2 +1)'Z T (k- (2m 4 1) (1.4)

dimana k € W dann = 1,2,. k + 1 serta Sscp(m n) merupakan barisan stirling jenis pertama
dengan signed count permutation dan {(m) merupakan fungsi Riemann Zeta orde-m.

METODE

[3] Deret harmonik memiliki definisi

n
1
H, = Z - 2.1)
k=1

Selisih deret harmonik padan dann — 1 adalah

H,—H (1+1+1+ +1) (1+1+1+ + ! )—1 (2.2)
moonm 23 23 n-1"n '
[4] Deret harmonik yang memiliki orde didefinisikan sebagai berikut
o1
H@ = Z . aen (2.3)

[8] Terdapat deret harmonik bolak balik memiliki nilai

YT
2 3 4
=x—%x2+%x3—%x4+---,x=1
=In(x+1)
~In2 (2.4)

[5] Fungsi Riemann Zeta didefinisikan sebagai berikut
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1
S(m) = z — 25)

Jika m = 1, maka fungsi Riemann Zeta adalah

O ini i% - (26)
ky

[4] Fungsi Riemann Zeta memiliki turunan ke-

¢ m) = (- 1)"2

n=1

aitu

In* n

2.7)

[5] Barisan Stirling jenis pertama merupakan barisan dengan partisi n pada objek
sebanyak m.

Simn)=(m—-1)-S(m—-1,n)+S(m—-1,n—1),m>nmne€Z" (2.8)

Jikan = m, maka
Stmym) =1 (2.9)

dann = 1 adalah
S(m,1) = (n—1)! (2.10)

[6] Karena barisan Stirling jenis pertama dapat dianalisis dengan signed count
permutation, maka barisan Stirling jenis pertama dapat diformulasikan dengan

Ssepmn) = (D" *[(m—-1)-S(m— 1L,n) + S(m — 1,n — 1)] (2.11)
[6] Mendefinisikan barisan Stirling jenis pertama sebagai berikut
m—1)!
S(m,n) = ﬁw(mn -1) (2.12)
dengan
w(m,0) =1 (2.13)
dan
n-1
w(m,n) = Z(l —N)g H(k+1)w(m n—1-k) (2.14)
Berdasarkan (2.11), dltemukanlah beberapa sifat sebagai berikut
Sm,2) =(m—-1)H,_4 (2.15)
(m-1)!
S(m,3) = ———((Hn-1)* = H® (2.16)
(m—1)!
S(m,4) = 3 ((Hm-1)* = 3Hp_ 1H(2)1 + 2H(3)1) (2.17)
m
S(mym—1) = (2) (2.18)

Berdasarkan (2.10) dan (2.11), ditemukan sifat-sifat barisan Stirling jenis pertama dengan
signed count permutation sebagai berikut

Ssep(m, 1) = (=)™ *(m — 1)! (2.19)

Ssep(m, 2) = (=1)"(m — 1)' Hyq (2.20)

Sup(m,3) = Com R, 2 @) (2:21)

Ssep(m, 4) = (—1)7"%((11,,1_1)3 — 3Hy  HS  + 20 ) (2.22)

Ssepmm—1) = ~(7) (2.23)
HASIL DAN PEMBAHASAN

Berikut adalah hasil analisis pada konstanta Euler-Mascheroni yang diperumum yang telah
diformulasikan oleh [7], yaitu
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Teorema 3.1 Jika X;, dengan k = 0, maka

X,=1—H,, (3.1)
Bukti. Subtitusi k = 0 pada (1.1)
Xo=-— i ii ! S(m,n){=™ (m) (3.2)
0 mZi(1—-n)" '
m=2 n=1
Karenan = 1, maka
S(m,1) 1 S(m,1)
350_—2 m1m m! (3:3)
m=2 m=2

Subtitusi (2.10) pada (3.3)

%o =— Z % (3.4)

m
Berdasarkan (2.1), dapat disimpulkan bahwa
%0 =1- Hm
Teorema 3.2 Jika X;, dengan k = 1, maka

S Hp (2™ +1) —1n2
xl = - Z

— (3.5)
m=2
Bukti. Subtitusi k = 1 pada (1.1)
35_51"‘ S, (m) 3.6
L= 2 T m,n){ m (3.6)
m=2 n=1

Karenan = 1,2 maka

[o¢]

1
Xy == ) —[S0m 13 (m) + Som, 23 (m)] (3.7)
Subtitusi (2.5), (2.7), (2.10), (ﬁ\?lz(Z.lS) pada (3.7)

x Z Hp 1(2™+1)—1n2
1 m:-2Mm
m=2 m
Teorema 3.3 JikaX, =1—Hy,danX; = - X, Hm'l(zm;ln)Jr_ln 2 maka
X, = i ! (1 X 1) 2m+1 In2 3.8
1= ) (1 %)@ e Do (3:8)
m=
Bukti. Jika (3.1) disubtitusi pada (2.2), maka
1
Hm_1 = 1 - %0 - E (39)
Subtitusi (3.9) pada (3.7)
-1 1
= — —_ — m _
X Z —Tl <(1 X, m) 2™ +1)—1In 2) (3.10)

m=2
Teorema 3.4 Jika X;, dengan k = 2, maka

1 [(Hpo1 —1n2)2 =HP,  (Hpoy —In3)2—HP, ,
H=-) - = + = + (Hyn-1)
m=2

(3.11)
2
- Hr(nzl

Bukti. Subtitusi k = 2 pada (1.1)

1 2 N
izz_mz:ﬁ;(s_n)!s(m,nx“ (m) (312)

Karenan = 1,2,3 maka
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(o]

1
X, = = ) = [SOm 13" (m) +25(m, 2)3" (m) + 25(m, 3)S ()] (3.13)
m=2
Subtitusi (2.10), (2. 15) dan (2.16) pada (3.13)
z (¢ Gm) + 2H1 8/ (m) + (1) = B, ) CGm) | (3.14)
Subtitusi (2.5) dan (2 7) pada (3.14)
(Hp1 —In2)2 —H®  (Hy_, —In3)2—H?,
xz:_ZE 2m + 3m + (Hy)*
m=2
_ H(Z)1
me
Teorema 3.5 Jika X, dengan k = ndanm = n + 1, maka
@ n- H(n+1)
X, = — Z — (3.15)
n=1
Bukti. Subtitusi k = n
(o] m
1
— Z —Z n!S(m,n){(m) (3.17)
m!
m= n=
Ambil m = n + 1, sehingga disubtitusikann =m — 1
o 1
X, =—Z%-(m—1)!5(m,m—1)((m) (3.18)
m=2 '
Subtitusi (2.18) pada (3.18)
" (m—1)
- > ¢(m) (3.19)
m=2
Jika (3.19) dikembalikan dalam bentuk n, maka
Z S+ 1) (3.20)
Berdasarkan (2.3) dan (2.5), maka dlperoleh
_H(n+1)
X, = — z '
2
n=1
Teorema 3.6 Jika X,¢p (i) dengan k = 0, maka
Xsepoy=1—1In2 (3.21)
Bukti. Subtitusi k = 0 pada (1. 3)
%scp(o) Z m Z (1—n)! scp(m n)((l n)(m) (3.22)
Karenan = 1, maka
S (m,1)
Kooy = = ) 2B ¢(m) (3.23)
m=2
Subtitusi (2.5) dan (2.19) pada (3.23)
ol Nl
Xsepoy) = z m (3.24)
m=2
Berdasarkan (2.4) dapat disimpulkan bahwa
Xsepoy=1—1In2
Teorema 3.7 Jika X,¢p (k) dengan k = 1, maka
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m
Xoep(1) = Z =1 (an er By | Hm_l) (3.25)

Bukti. Subtitusi k = 1 pada (1. 3) "
Xsepn) = Sscp(m, )¢ (m) (3.26)

Karenan = 1,2 maka . meorE
Eapy = = D~ [Seap(m, 1) () + S, (m, 2)C(m)] (327)

m=2
Subtitusi (2.5), (2.7), (2.19) dan (2.20) pada (3.27)

(-D™ /In2 + Hypq
( zmm +Hm‘1)

1)m (ln 2+Hpm_q
2m

(—D™[1—% 1
Xsept) = Z ”p“’) + Hy_ 1(2m+1> (3.28)

Bukti. Subtitusi (3.21) pada (3 25) maka dlperoleh Teorema 3.8.
Teorema 3.9 Jika X;¢p (k) dengan k = 2, maka

(Hpo1 —In2)2 —H® , (g —1n 3)2 - g®

Xoep(1) = —

Teorema 3.8 Jika Xscp0) = 1 — In 2 dan Xg 1) = — Nogos + Hy1 ), maka

sep(2) — m om 3m +( m— 1)
m=2
(3.29)
(2
- Hmzl
Bukti. Subtitusi k = 2 pada (1. 3)
m
xscp(z) = scp (m, n){(B—n) (m) (3.30)
Karenan = 1,2,3 maka B B
o 1
xscp(z) = - z % [Sscp (m' 1)(”("1) + ZSscp(m' Z)Zl(m) + ZSscp(mv 3)(("1)] (3-31)
m=2
Subtitusi (2.5), (2.7), (2.19), (2.20) dan (2.21) pada (3.31)
o (-D)™ [(Hpey —n2)2 —HP | (Hpy_y —1n3)2—H®
xscp(z) = Z m om + 3m + (Hpo 1)
m=2
2
- Hr(nzl
Teorema 3.10 Jika X,y dengan k = n, m = n + 1, maka
n- H(n+1)
n
%scp(n) = Z 2 (3.32)
n=1
Bukti. Subtitusi k = n pada (1.3), maka
o] m
1
Toepy = = ) =2 ¥ 1l S4ep (m,m)S () (333)
m=2  n=1
Ambil m = n + 1, maka akan disubtitusikann = m — 1
> 1
xscp(n) == Z % (m—-1)! Sscp(m:m — 1)J(m) (3.34)
m=2
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Subtitusi (2.23) pada (3.34), maka

(m-1)
Xsepm) = Z ¢(m) (3.35)
Dikembalikan lagi (3.35) ke bentuk n, sehmgga
scp(n) = Z E((n +1) (3.35)
Jika dinyatakan dalam deret harmonik, mal;a Teorema 3.10 terbukti.
Teorema 3.11 Jika 3, dengan k = 0, maka
C 1
=In2 - z —((2 1 3.36
m=
Bukti. Subtitusi k = 0 pada (1.2)
S2m+1,n)
=Iln2- Z Z =M (2m+ 1 3.37
3o =In [ 4m(2m+1)' a—mr ¢ @m+D (3.37)
Karena disubtitusin = 1 dan (2.10), maka Teorema 3.11 terbukti
Teorema 3.12 Jika 3, dengan k = 1, maka
—ln22+ Z ! (¢'Cm+ 1) + Hyppl(2m + 1)) 3.38
m=
Bukti. Subtitusi k = 1 pada (1.2)
n?2 [w 1 - S(2m + 1,n)
=— L 27 M02m+1 39
3= +lzz4m(2m+1)12 Z—mr o @m+D (3.39)
m= n=
Karena disubtitusi (2.10), (2.15), dann = 1,2, maka Teorema 3.12 terbukti.
Teorema 3.13 Jika 3, dengan k = ndanm = % maka
1 > ((n+1)
— In"*t12 — | (=1 |Z _ 4
3n =i l( 'n (= 1) (3.40)
n=
Bukti. Subtitusi k = n pada (1.2)
1 (o0}
=——In"*t12 - —1”!2—2 2 1, 2 1 41
m=
Ambilm = g, maka subtitusi n = 2m dan (2.18)
o ((2m+1)
=——In"*"12 — |(=1)"n! .
3n =0 [( )'n 247 (2m — 1)! (3.42)
m=
Kembalikan (3.42) ke bentuk n
o ((n+1)
— In**12 — | (=1)"n! _ 4
3n =i [( )'n 4 (= 1)) (3.43)
n=
Jika dinyatakan dalam deret harmonik, maka Teorema 3.13 terbukti.
Teorema 3.14 Jika 3¢,k dengan k = 0, maka
=™
BSCP(O) =Iln2+ Zm{(Zm + 1) (344)
m=
Bukti. Subtitusi k = 0 pada (1.4)
co m
1 Ssep(2m +1,n)
— _ (1-n)
Bsep0) = In2 [Zz oy e e (345)
m= n=
Jika disubtitusi n = 1 dan (2.10), maka Teorema 3.14 terbukti.
Teorema 3.15 Jika 3¢,k dengan k = 1, maka
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=™ ,
Bsep(t) = [z iy (¢ @mt D+ Hyal@2m + 1) (3.46)
Bukti. Subtitusi k = 1 pada (1.4)
22 [ 1 " Ssep(2m + 1,7)
=— — ¢ MO2m+1 3.47
Jser() = +[;24m(2m+1)!; Z—mr ¢ @m+D (3.47)
Jika (3.47) disubtitusi pada (2.19), (2.20), dann = 1,2, maka Teorema 3.14 terbukti.
Teorema 3.16 Jika 3¢, () dengan k = 1danm = g maka
3 = ! In"*12 + [(—1)"n! i HT(lnH) (3.48)
sePM) ~ 41 L 2-4m(2m - D) '
m=
Bukti. Subtitusi k = n pada (3.48)
[ee] m
1 1
Sscp(n) = nl In"*12 — (—1)nn! Z mz Sscp(Zm + 1,71) ((Zm + 1) (34‘9)
m=2 n=1
Ambilm = %, sehingga subtitusi n = 2m dan (2.23)
1 o ((2m+1)
— 1 n+12 —1" |Z .
Bsepmy = I 2+ FD 22-4"1(2m—1)!‘ (3.50)
m=
Kembalikan (3.50) dalam bentuk n
o ((n+1)
Bsepm) = 7 In"*12 + [(—1)"n! Z—4n+1(n — D (3.51)
n=

Jika dinyatakan dalam bentuk deret harmonik, Teorema 3.16 terbukti.
KESIMPULAN

Berdasarkan hasil dari permbahasan yang telah dilakukan, dapat disimpulkan sebagai
berikut :
1. Hubungan konstanta Euler-Mascheroni yang diperumum ¥;, dan 3, dengan deret harmonik
antara lain
a. Xy=1—-Hp,
Hp—1(2+1)~In2

b. ¥ =—-Yn- mam

¢ Xy =~ Ty [Hm Sty g Gmea 0ty gy 2@
d X, = -y, e

e. 30 =In2—|%n- zmc(2m+ 1]

£ 3=t [y e (@M + 1) + Hynl(@m + 1))

g 3n= 111 12— (D B e |

2. Konstanta Euler-Mascheroni yang diperumum pada X, dan 3, dengan signed count
permutation antara lain
a. %scp(o) 1—1In2

1)m In 2+Hyp,—
b. xscp(l) Zm 2 (2—1+Hm 1)
()™ [(Hpe1-In2)2-HZ | (Hp_1-In3)2-HZ) 2
C. xscp(z) = Zm—z m [ - om L+ - 3m L+ (Hm 1)2 H1(n11
nH(n+1)

d. scp(n) Zn 1

=)™
€. Jsepo) =In2+ [Zm=sz(2m + 1)]
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G
f. 35cp(1) =0 [Zm 2 m(zme1) ( {,(Zm + 1) + Hm_1((2m + 1))]
H(n+1)
9. 3sepn) = mln’“r1 2+ [(—1)nn' Ym= zm]
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