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Abstract. A linear functional f is a mapping from a vector space X to a field K, (R or C),
that satisfies two properties, additivity and homogeneity. Among the various properties of
linear functionals, one important property is boundedness. This research is to prove the
boundedness property of linear functionals using the Hahn-Banach Theorem. The Hahn-
Banach Theorem addresses the extension of linear functionals. Thus, the results of this
research show that with the Hahn-Banach Theorem, every element g # 0 in a normed space
can be associated with a bounded linear functional f such that f(zo) = 1 and || f|| = ||zo||~1.
Furthermore, a linear functional defined on a real vector space can be extended to a complex
vector space using the structure f(z) = fi(2) — if1(iz), and it is proven that this extension
satisfies f(iz) = if(x). This research is expected to be beneficial and serve as an additional
reference.

Keywords: Hahn-Banach Theorem; Linear Functional; Bounded Linear Functional

Abstrak. Fungsional linier f merupakan pemetaan dari suatu ruang vektor X ke lapangan K,
baik R atau C, yang memenuhi dua sifat yakni aditivitas dan homogenitas. Adapun beberapa
sifat lain dari fungsional linier, salah satunya yaitu sifat terbatas. Penelitian ini memiliki
tujuan untuk membuktikan sifat fungsional linier terbatas menggunakan Teorema Hahn-
Banach. Teorema Hahn-Banach merupakan teorema yang membahas mengenai perluasan
fungsional linier. Dengan demikian, hasil penelitian ini telah menunjukkan bahwa dengan
Teorema Hahn-Banach setiap elemen z¢ # 0 pada ruang bernorma dapat dihubungkan
dengan suatu fungsional linier terbatas f yang memenuhi f(zo) = 1 dan ||f| = ||zo|/~1.
Kemudian fungsional linier yang didefinisikan dari fungsional riil dapat diperluas ke ruang
vektor kompleks dengan struktur f(z) = fi (z)—if1(iz) dan terbukti memenuhi f(iz) = if (z).

Penelitian ini diharapkan dapat bermanfaat dan dapat menjadi referensi tambahan.

Kata kunci: Teorema Hahn-Banach; Fungsional Linier; fungsional linier terbatas.

1. Pendahuluan

Dalam matematika, setiap fungsi memiliki domain dan
kodomain [1]. Jika suatu fungsi memiliki domain berupa
ruang vektor X atas lapangan K, dan fungsi tersebut
memetakan elemen dari X ke ruang vektor lain yang juga
berada di atas lapangan K, dengan memenuhi syarat-syarat
tertentu, maka fungsi tersebut disebut operator linier [2].
Adapun jika range dari operator linier tersebut adalah K baik
(R atau C), maka operator tersebut disebut fungsional linier
[2]. Fungsional linier merupakan pemetaan linier dari suatu
ruang vektor X ke lapangan K (R atau C) dengan memenuhi
dua sifat, yaitu f(z +y) = f(z) + f(y) untuk semua x dan y
di ruang vektor X, dan f(ax) = af(x) untuk semua o € R
(atau C) dan = € X [3]. Beberapa fungsional linier memi-
liki sifat keterbatasan dan kekontinuan. Fungsional linier f
dikatakan terbatas apabila terdapat suatu konstanta bilangan
riil C' > 0 sedemikian sehingga |f(z)| < C||z|| untuk semua x
dalam ruang vektor X [2]. Fungsional linier f dalam ruang
vektor bernorma dikatakan kontinu jika dan hanya jika f
terbatas [2]. Sifat kontinu sangat penting dalam pembuktian
teorema-teorema, seperti pada Teorema Hahn-Banach.

Salah satu topik bahasan terkait Teorema Hahn-Banach
yaitu ruang dual. Dalam teori ruang dual, Teorema Hahn-
Banach memastikan bahwa setiap fungsional linier kontinu
yang didefinisikan pada subruang Y dari ruang norma X
dapat diperluas ke seluruh X tanpa mengubah sifat linier-
itas dan kontinuitasnya. Pada ruang dual X*, setiap ele-
men f disebut sebagai fungsional linier yang memenuhi kon-
disi tertentu, yaitu bersifat linier, kontinu, dan memenuhi
batas |f(z)| < C|lz||. Contohnya, pada ruang 2, seperti
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f(z) = > apx, dengan (a,) € ¢?, merupakan elemen
ruang dual yang memenuhi kondisi tersebut. Kondisi ini
juga digunakan dalam banyak aspek, salah satunya dalam
pembuktian Teorema Representasi Riesz [3]. Dalam Teorema
Representasi Riesz, khususnya untuk ruang Hilbert, setiap
fungsional linier terbatas pada ruang Hilbert H dapat di-
representasikan sebagai hasil kali dalam dua vektor, yaitu:
f(z) = (z,y) untuk semua z € H di mana y € H [4].

Adapun beberapa penelitian terdahulu telah membahas
penerapan Teorema Hahn-Banach dalam berbagai konteks.
Misalnya, penelitian oleh Zedam (2012) membahas penera-
pan Teorema Hahn-Banach dalam konteks fungsional linier
terbatas fuzzy. Dalam penelitian ini, Zedam membahas per-
luasan Teorema Hahn-Banach ke ruang bernorma linier fuzzy
dan memberikan bukti bahwa jika f adalah fungsional linier
terbatas fuzzy pada subruang tertutup tertentu, maka terda-
pat perluasan linier dari f ke seluruh ruang yang tetap ter-
batas dan mempertahankan nilai-nilai yang ditentukan pada
subruang tersebut [5]. Penelitian lainnya oleh Kebiche dan
Giordano (2024) membahas penerapan Teorema Hahn-Banach
dalam konteks ruang Colombeau, yang merupakan salah satu
pendekatan dalam teori fungsi tergeneralisasi. Penelitian ini
berfokus pada perluasan fungsional linier dalam ruang yang
bersifat nonlinier dengan mempertimbangkan struktur-wise.
Selain itu, penelitian ini juga menunjukkan aplikasi Teorema
Hahn-Banach dalam pemisahan himpunan cembung dalam
ruang Colombeau [6].

Teorema Hahn-Banach adalah teorema perluasan untuk
fungsional linier [2]. Teorema Hahn-Banach juga dapat digu-
nakan dalam pembuktian sifat-sifat fungsional linier terbatas.
Fungsional linier terbatas awalnya hanya terdefinisi pada sub-
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ruang tertentu dari ruang bernorma [4]. Pada penelitian ini
akan dijelaskan mengenai cara untuk memperluas fungsional
linier terbatas menggunakan Teorema Hahn-Banach.

2. Konsep Dasar

— Definisi 1 N

Ruang vektor atas lapangan K adalah himpunan tak
kosong X yang dilengkapi oleh dua operasi, yakni pen-
jumlahan X x X — X yang dinotasikan sebagai x + v,
dan perkalian skalar K x X — X yang dinotasikan
sebagai az, yang memenuhi delapan aksioma sebagai
berikut untuk semua x,y,z € X dan «, 8 € K[1].
(V) s4+y=y+=z
(V2) 24+ (y+2)=(x+y) +2
(V3) Terdapat bilangan tunggal 0 € X, sedemikian se-
hingga © +0 ==z
(V4) Terdapat bilangan tunggal —z € X, sedemikian
sehingga © + (—x) =0

(V5) lz ==

(V6) a(Bz) = (af)z
(V1) a(z+y) =ar+ay
(V8) (a+ B)x = ax + Bz

(& J

Ruang vektor riil adalah himpunan tak kosong yang
dilengkapi dengan dua operasi, yaitu penjumlahan vektor

VxV =V,
dan perkalian skalar
Rx X — X,

yang memenuhi delapan aksioma ruang vektor dengan skalar
diambil dari R. Maka X disebut ruang vektor riil [7].

~— Definisi 2 N

Misalkan X adalah ruang vektor atas F', baik R maupun
C. Norma dari X adalah fungsi ||-|| : X — R sedemikian
sehingga untuk semua z,y € X dan a € F berlaku:

(N1) [|lz[| = 0

(N2) ||z|]| = 0 jika dan hanya jika =0

(N3) [laz|| = |of||2]

(N4) [l + Il < llzll + 1yl

Ruang vektor X yang memiliki norma disebut ruang
bernorma atau ruang vektor bernorma [2].

\. J

~— Definisi 3 ~

Operator linier T adalah operator yang memiliki domain
D(T) dari T berupa ruang vektor dan range T terletak
pada ruang vektor atas lapangan yang sama [2]. Untuk
semua z,y € D(T) dan skalar «,

Tx+y) =Tz+Ty

T(azx) = aTx

— Definisi 4

219

Misalkan domain D(f) dari f adalah ruang vektor den-
gan lapangan K (baik R maupun C) dan f adalah
fungsional linier yang memetakan f : D(f) — R atau
f:D(f) — C dengan memenuhi dua sifat berikut [8].
(F1) Aditivitas, untuk semua z,y € D(f),

fle+y) = f@)+ fy)

(F2) Homogenitas, untuk semua € D(f) dan skalar
@,

flaz) = af(x)

— Definisi 5

Fungsional linier f adalah operator linier dengan domain
D(f) dalam ruang vektor X dan range dalam lapangan
skalar K dari ruang vektor X, sehingga

f:D(f) > K

di mana K = R jika X adalah ruang vektor real, dan
K = C jika X adalah ruang vektor kompleks [2].

— Definisi 6

Misalkan X dan Y adalah ruang bernorma dan T :
D(T) — Y adalah operator linier, di mana D(T) C
X [2]. Operator T dikatakan terbatas jika terdapat
bilangan riil C' sedemikian sehingga untuk semua x €
D(T),

[Tz|| < C|=]|.

— Definisi 7

Fungsional linier terbatas f adalah operator linier ter-
batas dengan range dalam lapangan skalar R (atau C)
dari ruang bernorma X, di mana domain D(f) berada
[2]. Fungsional linier f dikatakan terbatas jika terdapat
konstanta bilangan riil C' > 0 sehingga untuk semua
z € D(f),

|f(@)] < Cll=l|.

— Definisi 8

Misalkan f : A — R, dengan A C R. Fungsi f dikatakan
kontinu di titik ¢ € A, jika untuk setiap € > 0, terdapat
0 > 0 sedemikian sehingga untuk setiap = € A dengan
|z — ¢| < 4, berlaku

[f(z) = flc)] <e.

Fungsi f dikatakan kontinu di A apabila f kontinu di
setiap titik dalam domain A [9].
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~— Definisi 9

.

Misalkan f : D(f) — Y adalah sebarang operator yang
belum tentu linier, di mana D(f) C X dan X,Y adalah
ruang bernorma [2]. Fungsional f dikatakan kontinu
pada xo € D(f) jika untuk setiap € > 0 terdapat 6 > 0
sedemikian sehingga

1 (@) — f(zo)ll <&, Vz € D(f), ||z — ol <.

— Definisi 10

Misalkan X adalah ruang vektor riil dan p adalah fung-
sional sublinier. Fungsi p : X — R disebut fungsional
sublinier jika memenuhi dua sifat berikut [3]:

Untuk semua o > 0 dan z € X, berlaku:

plax) = ap(z).

Untuk semua z,y € X, berlaku:

p(z+y) < px) +py).

J

~— Definisi 11

.

Fungsional sublinier memiliki keterkaitan pada fungsional
linier. Dalam bentuk umum Teorema Hahn-Banach, di mana
fungsional linier terbatas dapat diperluas ke seluruh ruang
tanpa melampaui nilai dari fungsional sublinier yang mem-
batasi [10].

Ruang dual X* dari suatu ruang vektor X adalah him-
punan semua fungsional linier dari X ke F, baik (R atau
C) [11]. Misalkan X adalah ruang bernorma, maka him-
punan semua fungsional linier terbatas dari X ke F' baik
(R atau C) merupakan ruang dual yang dilambangkan
dengan X* [2].

— Definisi 12

Misalkan X adalah ruang vektor riil, p adalah fungsional
sublinier, dan Z adalah subruang dari X. Misalkan f
adalah fungsional linier yang didefinisikan pada subru-
ang Z dan memenuhi

f(@) <p(x),

Maka f memiliki perluasan linier f dari Z ke X yang
memenuhi

Vx € Z.

f(@) < p(x),

yaitu f adalah fungsional linier pada X dan f(z) = f(z)
untuk setiap z € Z [2].

Vo e X,

Bukti

Keberadaan Perluasan Linier Maksimal. Akan dibuk-
tikan, himpunan F yaitu himpunan semua perluasan
linier g dari f yang memenuhi g(z) < p(z) pada domain-
nya D(g) dan lema Zorn menghasilkan elemen maksimal

i dari F. Misalkan E adalah himpunan semua perlu-
asan linier g dari f yang memenuhi kondisi g(z) < p(x),
untuk semua x € D(g). Jelas bahwa, F # () karena
f € E. Pada E, dapat mendefinisikan pengurutan par-
sial dengan g < h. Artinya bahwa h adalah perluasan
dari g. Secara definisi, D(h) D D(g) dan h(z) = g(z)
untuk setiap € D(g). Untuk setiap rantai C C FE,
maka § didefinisikan sebagai,
g(x) =g(x) jika z € D(g) dan g € C.
g adalah fungsional linier yang domainnya didefinisikan
sebagai,
D(9) = | D).

geC

Domain ini merupakan ruang vektor karena C' adalah
rantai. Untuk 2 € D(g1) N D(g2) dengan gy1,92 € C,
maka g (z) = g2(z) karena C' adalah rantai, sehingga
g1 < g2 atau go < g1. Jelas bahwa, g < § untuk semua
g € C. Dengan demikian, § adalah batas atas dari C.
Karena C' C F bersifat sebarang, lema Zorn menyatakan
bahwa E memiliki elemen maksimal f . Berdasarkan
definisi F, elemen ini adalah perluasan linier dari f yang
memenuhi syarat f(z) < p(z), untuk = € D(f).

f terdefinisi pada seluruh ruang X. Akan ditunjukkan

bahwa D(f) mencakup seluruh X. Misalkan hal ini
salah, maka dipilih y; € X — D(f) dan mempertim-
bangkan subruang Y; dari X yang direntangkan oleh

D(f) dan y;. Perhatikan bahwa y; # 0 karena 0 € D(f).
Setiap x € Y7 dapat ditulis,

T =y+ay,

untuk y € D(f). Jika y + ay; = § + By1 dengan g €
D(f), maka hal ini mengimplikasikan y —§ = (8 — a)y1,
di mana y — § € D(f) sedangkan y; ¢ D(f). Oleh
karena itu, satu-satunya solusi adalah y — ¢ = 0 dan
B — a =0, hal ini telah membuktikan keunikan.
Fungsional g; di Y7 didefinisikan,

g1(y +ay) = f(y) + ac

di mana c adalah konstanta riil sebarang dan g; linier.
Selain itu, untuk o = 0 maka g;(y) = f(y). Dengan
demikian, ¢g; adalah perluasan yang tepat dari f, yaitu
perluasan di mana D( f ) adalah himpunan bagian yang
tepat dari D(g7).

Akibatnya, jika membuktikan bahwa ¢; € E dengan
menunjukkan bahwa,

g1(z) < p()

untuk semua x € D(g;). Ini akan bertentangan dengan
sifat maksimal dari f, sehingga pernyataan D(f) # X

adalah salah dan D(f) = X adalah benar.

Relasi tambahan. Akan ditunjukkan bahwa g; dengan
nilai ¢ yang sesuai dalam g1 (y + ay1) = f(y) + ac, di
mana c¢ adalah konstanta riil sebarang dan g; linier

yang memenuhi g1 (z) < p(x) untuk semua z € D(g1).
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Perhatikan bahwa, sebarang y dan z dalam D( f) Dari dengan y diganti 'y untuk memperoleh,
persamaan f(x) < p(x), untuk € D(f) dan p(z+y) < ) .-
p(z) + p(y), untuk semua z,y € X diperoleh, c<pzy+y)— f(Zv)
f(y) _ f(z) Dikalikan dengan « > 0 diperoleh,
= fly—2) <ply - 2) ac < ap(Ey+y1) — f(y) = p(e) — f(y).
=p(y+y1—y1 —2) <p(y+uy1) +p(~y —2) .
Dari ~
kemudian memindahkan suku terakhir ke kiri dan suku ac < p(z) — f(y)
f(y) ke kanan, sehingga, dan )
—p(—y1 —2) = () < ply + 1) — Fw), 91(y +omn) = fy) + ac,
. ot maka,
i mana y; tetap. ) = ) 2t e < gl
Karena y tidak muncul di sisi kiri dan z tidak muncul di (@) = 1) < p(@)
sisi kanan, ketaksamaan ini tetap berlaku jika mengam- O

bil supremum atas z € D(f) di sisi kiri (disebut my)

dan infimum atas y € D(f) di sisi kanan (disebut
mq). Kemudian mg < m; dan untuk suatu ¢ dengan —~ Teorema 1

N
mgo < ¢ < my dari
~ - Misalkan X adalah ruang vektor riil atau kompleks, dan
—p(=y1 — 2) — f(2) < ply+vy1) — f(), p adalah fungsional bernilai riil pada X yang bersifat
. . subaditif, yaitu untuk semua x,y € X berlaku [2]:
di mana y; tetap, diperoleh,
7 7 p(z +y) < p(z) +p(y),
~p(-t1~2) = f) S ¢, Vz€D()
dan untuk setiap skalar o berlaku
dan ~ ~
c<ply+wm)—fy), VvyeD(f) plax) = |a| p(z).
Akan dibuktik < tuk D
S5 GO Sl 4 (2} = p(z) (HLLE Setua @ < (91_) Misalkan f adalah fungsional linier yang didefinisikan
terlebih dahulu untuk o negatif dalam g (y + ay1) = da sub 7 dori X d i
f(y) + ac, di mana c adalah konstanta riil sebarang dan pada subriang « dart an memenuhy
g1 linier, lalu untuk « positif. Untuk a < 0 menggu- 1f(z)] < p(z), VzeZ
nakan persamaan - ’ '
= = Maka f memiliki perluasan linier f dari Z ke X yan
—p(—y1 — 2) — f(2) <e¢, untuk semua z € D(f), memer{uhi P / vang
mengganti z dengan o~ 'y, yaitu, L [f(@)| < p(z), VzeX. )
—p(-y1 — 2y) — f(iy) <c
Kemudian dikalikan dengan —a > 0, diperoleh, Bukti
L _ Ruang vektor riil. Jika X adalah ruang vektor riil,
ap(=y = zu) + f(y) < —ac. kemudian |f(z)| < p(x) untuk semua z € Z mengimp-
. likasikan f(x) < p(z) untuk semua x € Z. Oleh karena
Dari . - g B
1 F) < —ae itu, berdasarkan Teorema 5, terdapat perluasan linier f
ap(—y1 — zy) + f(y) < dari Z ke X sehingga,
dan ~ -
n(y+om) = fy) +ac, f(@) s plo) VoeX.
dengan menggunakan y + ay; = z diperoleh ketak- Dari hasil tersebut, p(ax) = |a| p(z) diperoleh,
samaan yang diinginkan, ~ ~
3 ) —f(z) = f(==) < p(—2) = |1|p(z) = p(z),
91(z) = f(y) + ac < —ap(—y1 — ;v)
berarti
= play +y) = p(z). yang : 5
f(@) > —p(z).
Untuk a= 0 maka x € D(f) dan tidak ada yang perlu Bersama dengan f(z) < p(x) untuk semua = € X, hal
dibuktikan. Untuk a > 0 menggunakan ini membuktikan bahwa |f(x)| < p(z) untuk semua
. - z e X. ]
c<ply+uy)— fly), VYyeD(f)
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Bukti

Ruang vektor kompleks. Misalkan X adalah ruang vek-
tor kompleks. Maka Z juga merupakan ruang vektor
kompleks. Oleh karena itu, f bernilai kompleks dan
dapat ditulis,

f(x) = fi(z) +if2(z),

di mana f7 dan f5 bernilai riil. Untuk sementara, lihat X
dan Z sebagai ruang vektor riil dan dinotasikan dengan
X, dan Z,. Artinya, membatasi perkalian skalar hanya
pada bilangan riil (bukan kompleks).

Karena f linier pada Z, serta f; dan f, adalah berni-
lai riil, maka f; dan f; adalah fungsional linier pada
Z,. Selain itu, fi(x) < |f(x)| karena bagian riil dari
sebuah bilangan kompleks tidak pernah melebihi nilai
mutlaknya. Oleh karena itu, berdasarkan |f(z)| < p(x)
untuk semua x € Z,

fi(z) < p(z),

Dengan menggunakan Teorema Hahn-Banach 2.12, ter-
dapat perluasan linier f; dari f; dari Z,. ke X,., sehingga

fi(e) < p(a),

Kemudian untuk f5, kembali ke Z dan menggunakan
f = f1 +ifs, maka untuk setiap x € Z,

ilf1(z) +ifa(2)] = if(x) = f(iz) + if2(iz).

x € Z,

Vx € Z,.

Vo € X,.

Bagian asli di kedua sisi harus sama:

fg(.’L‘) = —fl(i.%'),

Jika untuk semua z € X ditetapkan,
f(@) = fi(z) - ifi(iz),

Dilihat dari sifat fo(x) = — f1(iz) untuk = € Z, bahwa
f(z) = f(z) pada Z. Hal ini menunjukkan bahwa f
adalah perluasan dari f dari Z ke X. Selanjutnya akan
dibuktikan bahwa f adalah fungsional linier pada ruang
vektor kompleks X, dan f memenuhi |f(z)| < p(x) pada
X.

Perhatikan bahwa, f(x) = fi(z) —if1(iz) untuk = € X,
dan sifat linier dari f; pada ruang vektor riil X,. Di
sini a + ib dengan a dan b bilangan riil adalah sebarang
skalar kompleks:

T € Z.

z e X.

f((a+ib)z) = fi(azx + ibx) — ify (iax — bx)
= afy(2) + b (i) — ilofi (iz) — b ()]
= (a+ib)[fi(z) — ifi(ix)]

= (a +1b) f(x).
Kemudian akan dibuktikan f memenubhi | f()| < p(z)
pada X. Untuk sebarang x sehingga f(z) = 0, ini
berlaku karena p(z) > 0 dengan sifat p(z + y) < p(z) +

p(y) untuk semua x,y € X dan p(az) = |a|p(x).

— Teorema 2

Jika z sedemikian rupa sehingga f(z) # 0, maka da-
pat ditulis menggunakan bentuk polar dari bilangan
kompleks,

sehingga
= fe ¥x).
Karena | f(x)| adalah bilangan riil, ekspresi terakhir juga

riil dan sama dengan bagian riilnya. Oleh karena itu,
berdasarkan sifat p(azx) = |a|p(z),

|[f(@)] = f(e™"x)
= file™z) < ple™x) = |e"|p(x) = p(2).

O

Misalkan f adalah fungsional linier terbatas pada suatu
subruang Z dari ruang bernorma X. Maka terdapat
fungsional linier terbatas f pada X yang merupakan
perluasan dari f ke X dan memiliki norma yang sama,
yaitu [2]: 5

1fllx = 1£llz,

di mana

X
dan |flz= swp U@L
ecz,a20 ||z

b
z€X, z#0 ”xH

J

Bukti

Jika Z = {0}, maka f = 0, dan perluasannya adalah f =
0. Misalkan Z # {0}. Akan dibuktikan menggunakan
Teorema 1, oleh karena itu terlebih dahulu menemukan
fungsi p yang sesuai. Untuk semua x € Z, maka

[f (@) < I fllz ll=]l-

Hal ini berbentuk seperti |f(z)| < p(z), untuk semua
r € Z, di mana

p(x) = || fllz |-

Perhatikan bahwa p didefinisikan pada seluruh X. Se-
lain itu, p memenuhi sifat p(x + y) < p(z) + p(y) untuk
semua x,y € X, karena dengan ketaksamaan segitiga,

p(a+y) = [fllz lz+yll < 7l z(lzl+ylD) = p(z)+p(y)-

Fungsi p juga memenuhi sifat p(ax) = |o| p(z) pada X,
karena

plaz) = ||fllz llaz]l = || [| fllz lz]] = || p(2).

Dengan demikian, Teorema 1 dapat diterapkan dan
menyimpulkan bahwa ada fungsional linier f pada X
yang merupakan perluasan dari f dan memenubhi,

[f(2)] < p(z) = [Ifllz 2ll, Vee X.

JRMM - Jurnal Riset Mahasiswa Matematika

Volume 5| Issued 3| Year 2026



Rahmadita Widya Astuti — Teorema Hahn-Banach untuk Fungsional Linier Terbatas 223

Dengan mengambil supremum untuk semua z € X
dengan ||z|| = 1, diperoleh ketaksamaan:

Ifllx = sup [f(z)] < [|f]lz-
reX
llzll=1
Karena norma tidak dapat berkurang dalam perluasan,

maka terdapat ||f||x > ||f|lz. Dengan demikian, diper-
oleh sifat

I7llx = 1£11z,

dan Teorema terbukti. O

— Teorema 3 N

Misalkan X adalah ruang bernorma dan xo # 0 adalah
suatu elemen dari X. Maka terdapat fungsional linier
terbatas f pada X, sehingga [2]:

IFl =1

dan f(xo) = |lzoll.

Bukti

Subruang Z dari X, yang memuat semua elemen x =
axo di mana o« adalah sebuah skalar. Pada Z didefin-
isikan sebuah fungsional linier f dengan

f(x) = flazo) = allol|.

Fungsional f terbatas dan memiliki norma || f|] = 1
karena
[f ()] = |f(awo)| = |alllzol| = [azoll = [|]-

Teorema 2 mengimplikasikan bahwa f memiliki perlu-
asan linier f dari Z ke X, dengan norma ||f|| = ||f|| = 1.
Dari definisi f dalam

f(x) = flazo) = o],

dapat dilihat bahwa

f(@o) = f(wo) = ||zoll

3. Metode

Penelitian ini merupakan penelitian kualitatif yaitu meng-
gunakan metode tinjauan literatur, yang bertujuan untuk
memahami secara mendalam dan menafsirkan konsep serta
fenomena yang diteliti. Dalam penelitian kualitatif, salah satu
teknik yang sering digunakan adalah studi pustaka. Studi
pustaka melibatkan pengumpulan data melalui pembacaan
dan analisis sumber-sumber tertulis, seperti buku, jurnal,
artikel ilmiah, dan sumber tertulis lainnya.

Studi ini dilaksanakan dengan melakukan pengumpulan
data yang relevan dengan topik yang sedang diteliti, yakni
melalui buku, jurnal, dan artikel. Dalam penelitian ini,
peneliti memanfaatkan sejumlah referensi untuk menentukan
topik. Kemudian, menentukan menentukan rumusan masalah

dan menentukan tujuan serta manfaat dari penelitian ini.
Berikut tahapan-tahapan penelitian kualitatif:
1. Memahami dan mengkaji jurnal atau buku referensi
utama.
2. Mencari sumber atau referensi lain yang relevan dengan
topik.
3. Membuktikan fungsional linier terbatas menggunakan
Teorema Hahn-Banach.

4. Hasil dan Pembahasan

Pada bagian ini akan dibuktikan mengenai sifat-sifat fung-
sional linier terbatas menggunakan Teorema Hahn-Banach.

4.1. Sifat-Sifat Fungsional Linier Terbatas

Dalam Teorema Hahn-Banach, fungsional linier selain ter-
definisi dalam ruang vektor atas lapangan bilangan riil, juga
dapat terdefinisi pada ruang vektor atas lapangan bilangan
kompleks [2]. Misalkan X adalah ruang vektor kompleks, se-
hingga Z C X juga merupakan ruang vektor kompleks. Oleh
karena itu, f adalah fungsional linier bernilai kompleks yang
didefinisikan sebagai

f(x) = fi(z) +ifa(z),

di mana f; dan fy bernilai riil. Kemudian, dengan menggu-
nakan f = f1 + ifs, untuk setiap z € Z, diperoleh

ilfi(x) +ifa(z)] = if (z) = f(ix) = fi(iz) + i f2(ix).
Sehingga,

untuk setiap x € Z,

fa(x) = = fr(iz),

dan apabila untuk semua x € X ditetapkan,
f(a) = file) —ifi(iz).

—~ Proposition 1

x € Z,

Misalkan X adalah ruang vektor kompleks, dan f adalah
suatu fungsional linier pada X, jika untuk semua x € X,
didefinisikan [2]:

f(@) = fi(e) — ifiiz), (1)

maka berlaku

fliz) = if (2). (2)

Bukti

Akan ditunjukkan f adalah fungsional linier pada X.
Berdasarkan sifat (1) untuk setiap z,y € X, maka

fle+y) = hle+y) —ifi(i(z +y))

fi(@) + fi(y) — i(filiz) + fi(iy))
= (file) —ifi(iz)) + (fi(y) — ifi(iy))
f@)+ f(y)
Dengan demikian, f memenuhi sifat aditivitas. Selan-
jutnya akan ditunjukkan bahwa f memenuhi sifat ho-
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mogenitas, yaitu:

maka

ax) — ify (iax)
(a+ b)z) — ifi(i(a+ ib)z)
= f( ) + bfi(iz) — ilafi(iz) — bfi ()]
1(2) + bfi(iz)) — i(efi(iz) — bfi(z))

= (a
= (afi(z) + ibfi(x)) — (bfi(iz) — iafi(z))
(a+ib) f1(z) —i(a + ib) fi (ix)

= a(fi(x) —ifi(iz))

= af(z)

Karena sifat aditivitas dan homogenitas terpenuhi, maka
[ adalah fungsional linier.
Akan ditunjukkan f(ix) =if(x)

fliz) = Ji 1(iz) — Z'Jfl(i(iff))
= fi(iz) —ifi(—x)
= f1(iz) + ifi(x)
dan
if(z) = Z(Nfl(m) —ffl(m))
=ifi(z) + f1(iz)
Maka,

~— Proposition 2

Misalkan o € C, z € X, dan a = a+1b dengan a,b € R,

Dengan demikian, f juga memenuhi sifat homogenitas.

Misalkan X adalah ruang bernorma, dan misalkan xg €
X dengan xo # 0. Berdasarkan asumsi Teorema 2.20,
maka terdapat fungsional linier terbatas f : X — K,
dengan K =R atau C sedemikian sehingga [2]:

171l = llzoll~*
f(fo) =1

Bukti

Misalkan diambil subruang Z C X dengan Z = {axy |
a € K}, K =R atau C. Kemudian didefinisikan fung-
sional linier f pada Z dengan,

f(z) = flazg) =

Akan dibuktikan terlebih dahulu bahwa Z = {axg | o €
K} adalah ruang bernorma. Untuk setiap z,y € Z dan
A € K berlaku:

(N1) [|lz]| = 0
Misalkan = = azy € Z maka,

]l =l - flzoll = 0

Karena |a| > 0 dan ||zg]| > 0 (sebab zy # 0) maka
[|z]] > 0.

Syarat (N1) terpenuhi.

(N2) [z =0 2=0

Jika ||z|| = 0, maka

| - [lzoll = 0

Karena ||z¢|| > 0, ini berakibat || = 0, sehingga o = 0
dan x = axy = 0.
Jika x = 0, maka

=]l = 0] - [|zoll = 0
Syarat (N2) terpenuhi.

(N3) [[Az|| = [A[ - |||l
Misalkan o = azg dan Az = Aaxg = (Aa)xo, maka

Azl = [Aal - flzoll = [A[ - ] - [lzol| = | - [l]]

Syarat (N3) terpenuhi.

(N4) [z +yll < [l + [ly

Misalkan x = axg, y = Bzo, x+y = (a+8)xo, ||xz+y| =
la+ Bl - [[zoll,

2 +yll < (Jef +18]) - llzoll = NIzl + llyll

Syarat (N4) terpenuhi.

Karena syarat (N1) sampai (N4) terpenuhi, maka fungsi
lz|l = || - ||zol|, untuk = = azg € Z, adalah norma
pada ruang Z.

Untuk sebarang z,y € Z dan skalar « € K, akan
diperiksa f bersifat linier.
a) Ambil sebarang z = azg € Z dan y = bxy € Z,
maka
fl@+y) = f((a+b)zo)
= f(azo) + f(bzo) = f(2) + f(y)

Dengan demikian, f memenuhi sifat aditivitas.

b) Ambil sebarang x = bxg € Z dan o € K, maka
flaz) = f((ab)xo) = af (bxo) = af(z)

Dengan demikian, f memenuhi sifat homogenitas.

Karena f memenuhi sifat aditivitas dan homogenitas,
maka f adalah fungsional linier.

Akan ditunjukkan bahwa f adalah fungsional linier
terbatas. Berdasarkan definisi, fungsional linier f
dikatakan terbatas apabila terdapat suatu konstanta
bilangan riil C' > 0 sedemikian sehingga |f(z)| < C|z||,
untuk semua x € Z.

Misalkan z = axg € Z, f(x) = a dan ||z|| = |a] - ||zo]|
maka |f(z)| = |«| dan
|cv |||$”|| , kemudian disubstitusikan sehingga,
o
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llzll Dengan demikian,
@)= lal = o = -l
) 1f () = f (o)l = ||f(l’*xo)||
|f(z)] < ]
Dengan demikian, terbukti bahwa f adalah fungsional
linier terbatas dengan C = m ” I ||f( )|
. . rs _ 71 r3 _
Akan. ditunjukkan bahwa ||f|| = ||zo]| =" dan f(z¢) =1 Sehingga,
Ambil z = axg, f(z) = a, dan ||z| = |af - |zo]|. Maka
berdasarkan definisi fungsional linier terbatas, norma Hy” If Il <e

dari f didefinisikan sebagai,

W@ el 1
1A= 590 "l = Tl Tiwol ~ Mol — 1l

mGZ

Berdasarkan Teorema Hahn-Banach 2.15, setiap fung-
sional linier terbatas f yang didefinisikan pada subruang
Z C X dapat diperluas menjadi fungsmnal linier ter-

batas f : X — K dengan ||f|| = ||f|| = H . Karena f
memperluas f dan f(zg) = 1, maka
f(@o) = f(mo) = 1.

O

4.2. Kekontinuan dan Keterbatasan Fungsional Linier

~— Teorema 4 N

Misalkan f : D(f) = K (dengan K = R atau C) adalah
fungsional linier, di mana D(f) merupakan domain dari
ruang bernorma X. Maka f bersifat kontinu jika dan
hanya jika f terbatas, yaitu terdapat konstanta bilangan
riil C > 0 sehingga [2]:

|f(@)] < Clizll, vz e D(f).

Bukti

(<) Akan dibuktikan jika f terbatas, maka f kontinu.
Misalkan f # 0, diasumsikan f adalah fungsional linier
terbatas dan ambil sebarang zo € D(f). Misalkan
diberikan sebarang ¢ > 0, maka untuk setiap = € D(f)
dengan ||z — x¢|| < §, di mana 6 = ¢/C berlaku,

1/ ()

Karena z¢ € D(f) dipilih sebarang, maka f kontinu.
(=) Akan dibuktikan jika f kontinu, maka f terbatas.
Diambil sebarang y € D(f) dengan y # 0, karena f
kontinu di sebarang titik xg € D(f) maka untuk setiap
e > 0, terdapat § > 0 sedemikian sehingga, untuk
x € D(f) dengan

— f(@o)|l = I f(x —zo)|| < Cllz — 20|l < C-6 =e.

)
=20+ Y,
[yl

maka [[f(z) — f(zo)|| <
berlaku ||z — xo|| < 6.

e, untuk semua z € D(f)

Dengan demikian,

1F @)l < Slyll-

y dapat ditulis || f(y)]| < C|ly||. Jadi, f terbatas dengan
konstanta C' = /0.

Dari pembuktian dua sisi tersebut, maka telah terbukti
bahwa fungsional linier f kontinu jika dan hanya jika f
terbatas. O

4.3. Fungsional Sublinier pada Fungsional Linier

— Proposition 3 ~

Misalkan p fungsional bernilai riil pada Tuang vektor
X wyang bersifat subaditif dan untuk semua z,y € X
memenuhi sifat-sifat berikut[2]:

p(z +y) < p(x) +py)

Untuk setiap skalar oo memenuhi,

plax) =

Sehingga untuk setiap xo € X, terdapat sebuah fung-
sional linier f pada X sedemikian sehingga untuk semua
zeX,

1. f(wo) = p(xo)

2. |f(z)] < p(x) untuk semua x € X.

|| p(x)

Bukti

Misalkan Z = {axz | @ € R} adalah subruang dari X.
fo didefinisikan sebagai fy : Z — R sehingga,

folazg) == ap(xp), untuk setiap a € R.

Akan ditunjukkan bahwa fo(azg) < p(azxg) untuk se-
mua x € Z. Misalkan © = axy € Z, maka fo(z) =
ap(zo) dan

p(z) = p(axo) = |a|p(zo).
Karena p adalah homogen positif, maka:
e Jika a > 0, maka fo(z) = ap(xo) = |a|p(xg) =
p(x)
o Jika a < 0, maka fo(z) = ap(zo) = —|alp(zg) =

—p(x), dan p(z) = |a|p(zo)
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~— Proposition 4

Jadi, untuk semua x € Z berlaku fo(z) =
fol) < p().

Karena fy adalah fungsional linier pada subruang Z C
X, p adalah fungsional sublinier, dan fy(z) < p(z) un-
tuk semua z € Z, maka menggunakan Teorema Hahn-
Banach untuk memperluas suatu fungsional linier f di
seluruh ruang X. Sehingga, dengan menggunakan Teo-
rema Hahn-Banach, terdapat perluasan f : X — R yang
linier dan memenubhi,

—p(x) =

f=1/fo dan f(z) <p(x)vz € X,
dan berlaku

f(@o) = fo(zo) = p(xo).

Kemudian, akan dibuktikan | f (z)] < p(x) untuk semua
z € X. Jika f(z) < p(x) dan f(—2) < p(—z) = p(z),
maka

—f(@) < p(x) = —p(z) < f(x)
sehingga B
|f(@)| < p().

Dengan demikian, telah dibuktikan bahwa untuk setiap
ro € X, jika p adalah fungsional sublinier, maka ada
fungsional linier f pada X sehingga:

f(@o) = p(z0)
|f(x)| <p(x) VzeX.

Karena untuk setiap x dengan ||z| = 1 berlaku |f(z)| <
k, maka:

I1f1l = s, |f(@)] < k.

Dari hasil di atas, telah ditunjukkan bahwa norma dari

fungsional linier hasil perluasan f tetap terbatas oleh k,

yaitu: ~
£l < &.

4.4. Konstruksi Teorema Hahn-Banach

Jika X dalam Teorema 1 adalah ruang bernorma dan
p(x) < kx| untuk k> 0, maka || f]| <k [2].

Bukti

Diketahui X adalah ruang bernorma, p(z) < k||z|| untuk
suatu konstanta k > 0, f adalah fungsional linier yang
terdefinisi pada subruang Z C X, |f(x)| < p(z) untuk
semua z € Z, dan f adalah perluasan linier dari f ke
seluruh X yang memenuhi |f(z)| < p(z) untuk semua
reX.

Akan ditunjukkan bahwa ||f|| < k& adalah norm dari
fungsional linier f yang dibatasi oleh konstanta k.
Berdasarkan Teorema Hahn-Banach, perluasan f dari
f memenubhi:

|f(z)] <p(z), VzeX.

Asumsikan p(z) < k||z||, diperoleh:

|F(2)| < p(z) < k|||, VzeX.

Dari definisi norm dari fungsional linier terbatas f pada
ruang bernorma X, bahwa:

17l = sup |f(z)]

llzll=1

-

Misalkan X adalah ruang vektor riil dan p adalah fung-
stonal sublinier pada X. Misalkan f adalah fungsional
linier yang didefinisikan pada subruang Z dari X dan
memenuhi,

fl@) <plx), VzeZ

Maka f memiliki perluasan linier f dari Z ke X yang
memenuhi,

flz) <plx), VeelX,

yaitu f adalah fungsional linier pada X dan f(z) = f(z)
untuk setiap x € Z [2].

—~ Teorema 5: Perluasan Fungsional Linier ———

J

— Teorema 6: Fungsional Linier Terbatas ———

Misalkan X adalah ruang bernorma dan xo # 0 adalah
suatu elemen dari X. Maka terdapat fungsional linier
terbatas f pada X, sehingga [2]:

Ifll =1 dan f(zo) = ||zo].

Dari Teorema 5 yang akan dikonstruksikan ke Teorema
0, maka akan ditunjukkan:

o f yang linier di seluruh X
. f terbatas dan kontinu terhadap norm
o f memenuhi ||f|| =1 dan f(zo) = ||zol|

Diberikan o € X, didefinisikan subruang Z sebagai
himpunan semua vektor yang berupa kelipatan skalar
dari xg, yaitu

Z ={axo | @ € R}.
Kemudian didefinisikan fungsional f € Z yaitu

flaxo) = al|lzo|l, wuntuk setiap o € R.

Fungsional sublinier p, yaitu p(x) = ||z| untuk semua
reX.
Perhatikan bahwa,
flx) <p(z), VzeZ
Diambil x = axg € Z, maka:
o Jika o > 0,
flaxo) = allzol| = [lawo] = p(awo)
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o Jika a =0,
f(0) =0=p(0)
o Jika a <0,
flaxo) = al|zo|| < |al|lzol = p(azo)

Dengan demikian, untuk semua x € Z, maka f(z) <

p().
Kemudian menerapkan Teorema 5 bahwa terdapat perlu-
asan linier f: X — R di mana:

1. f linier di seluruh X
2. f(z) < p(x) = |||, untuk semua x € X
3. f(x) = f(x), untuk semua = € Z. Sehingga,

f(@o) = f(xo) = llzoll

Karena f(a:o) = f(xo) = ||xo|| dan |f(x)| < ||z, untuk
setiap v € X, maka:

|f (o)l _ l|lzol| -1

ol lloll

1]l = sup

X#£1

Sehingga, y
Ifll=1

Dengan demikian, f adalah fungsional linier terbatas
dengan

f(zo) = [|zol-

Il =1,

5. Kesimpulan

Berdasarkan pembahasan, dapat disimpulkan sifat-sifat fung-
sional linier sebagai berikut:

1. Fungsional linier yang didefinisikan dari fungsional riil
dapat diperluas ke ruang vektor kompleks dengan struk-
tur f(z) = fi(x) — ifi(ix), dan terbukti memenuhi
fliz) = if(x).

2. Dengan menggunakan Teorema Hahn-Banach, setiap
elemen xg # 0 pada ruang bernorma dapat dihubungkan
dengan suatu fungsional linier terbatas f yang memenuhi
f(zo) =1 dan || f]| = [lzol~".

3. Fungsional linier f bersifat kontinu jika dan hanya jika
f terbatas.

4. Untuk setiap fungsional sublinier p, terdapat fungsional
linier f yang mendekati atau dibatasi oleh p, dengan
|f(@)] < p().

5. Perluasan fungsional linier f melalui Teorema Hahn-
Banach tetap memiliki norma yang dibatasi oleh kon-
stanta k, selama fungsi sublinier p memenuhi p(z) <
Kl
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