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Abstrak

Diabetes melitus (DM) merupakan gangguan metabolisme yang ditandai dengan peningkatan
kadar glukosa darah (hiperglikemia). Jumlah penderita DM terus meningkat secara global,
dan Indonesia menempati peringkat keempat negara dengan jumlah kasus terbanyak di
dunia. Penelitian ini membangun model matematika SEITR (Susceptible–Exposed–Infected–
Treated–Recovered) untuk menggambarkan dinamika perkembangan jumlah penderita DM
dengan melibatkan faktor risiko biologis seperti genetik dan non-genetik, serta pengaruh pola
hidup dan perawatan. Hasil analisis menunjukkan bahwa terdapat dua titik ekuilibrium,
yaitu ekuilibrium bebas penyakit dan endemik yang bersifat stabil jika transisi individu
sehat menjadi pradiabetes (E) akibat faktor genetik, non-genetik, pola hidup buruk, dan laju
kelahiran tidak lebih besar dibanding gabungan laju kehilangan dari status karena kematian
alami, perkembangan ke DM, atau pengendalian. Solusi numerik bersesuaian dengan analisa
kualitatif dan menggunakan metode Runge-Kutta Fehlberg. Hasil simulasi menunjukkan
bahwa pengendalian perkembangan DM dapat dilakukan melalui dua hal, yaitu meningkatkan
laju pola hidup sehat dan meningkatkan pencegahan sejak fase pradiabetes.

Kata Kunci: Diabetes Melitus; Model SEITR; Bilangan Reproduksi Dasar; Model Matematika;
Kestabilan Titik Ekuilibrium

Abstract

Diabetes mellitus (DM) is a metabolic disorder characterized by an increase in blood glucose
levels (hyperglycemia). The number of DM cases continues to rise globally, with Indonesia
ranking fourth among countries with the highest number of cases worldwide. This study
constructs a mathematical model of the SEITR (Susceptible–Exposed–Infected–Treated–
Recovered) type to describe the dynamics of DM progression, incorporating biological risk
factors such as genetic and non-genetic influences, as well as the effects of lifestyle and
treatment. The analysis results show that there are two equilibrium points, namely the
disease-free equilibrium and the endemic equilibrium, which are stable if the transition rate
of healthy individuals to the prediabetic stage (E) due to genetic, non-genetic, unhealthy
lifestyle factors, and birth rate is not greater than the combined rate of loss due to natural
death, progression to DM, or treatment. The numerical solution aligns with the qualitative
analysis and is obtained using the Runge-Kutta-Fehlberg method. The simulation results
indicate that DM progression can be controlled in two ways: by promoting a healthy lifestyle
and increasing prevention efforts during the prediabetes stage.
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1 Pendahuluan

Prevalensi DM terus meningkat secara global. Menurut International Diabetes Federation (IDF),
terdapat sekitar 536,6 juta penderita DM di seluruh dunia pada tahun 2021, dan angka ini
diperkirakan meningkat menjadi 783,2 juta pada tahun 2045 [1]. Indonesia menempati urutan
kelima negara dengan jumlah penderita DM terbanyak, yaitu 19,5 juta kasus pada tahun 2021
dan diprediksi meningkat menjadi 28,5 juta pada tahun 2045 [2]. Meskipun demikian, DM
dapat dicegah dan dikendalikan melalui gaya hidup sehat, pengobatan, dan pemberian insulin.
Kementerian Kesehatan RI (2016) menyatakan bahwa sekitar 80% kasus DM dapat dicegah atau
ditunda dengan tatalaksana pengobatan yang optimal [3]. Pengelolaan DM mencakup edukasi,
perencanaan makan, olahraga, serta penggunaan obat-obatan oral maupun insulin [4].

Keterkaitan antara jumlah penderita DM, faktor genetik, dan perawatan dapat dimodelkan
secara matematis. Pemodelan matematika merupakan metode untuk mengubah permasalahan
nyata ke dalam bentuk matematis [5]. Model matematika berfungsi sebagai penyederhanaan dari
realitas yang digunakan untuk memahami fenomena dan membuat prediksi [6]. Berbagai model
matematika telah dikembangkan oleh peneliti sebelumnya: model SEI tanpa faktor genetik [7],
model SEI dengan faktor genetik [8], model SEIR dengan pengobatan insulin [9], serta model
SEIIT yang menggabungkan pengobatan dan faktor genetik [10].

Penelitian ini mengembangkan model SEITR yang memodifikasi pendekatan sebelumnya,
dengan mempertimbangkan faktor genetik dan non-genetik yang memengaruhi transisi dari indi-
vidu rentan ke pradiabetes. Kompartemen model terdiri dari: Susceptible S yaitu populasi yang
rentan terkena DM, Exposed E yaitu individu dengan kadar gula darah meningkat (pradiabetes),
Infected I yaitu penderita DM, Treatment T yaitu individu yang menjalani pengobatan, dan
Recovered R yaitu individu yang kadar gula darahnya kembali mendekati normal.

Berbeda dari penelitian sebelumnya yang hanya mempertimbangkan faktor genetik, model ini
menggabungkan faktor genetik dan non-genetik dalam satu parameter laju infeksi. Faktor genetik
meningkatkan risiko seseorang terkena DM, namun tidak serta merta menyebabkan hiperglikemia
tanpa pengaruh pola hidup yang buruk [11]. Oleh karena itu, model ini memasukkan kontribusi
keduanya. Individu dengan pradiabetes dapat berkembang menjadi penderita DM jika tidak
ditangani [12]. Dengan perawatan tepat seperti pengaturan gaya hidup, terapi insulin, dan
pengobatan oral, kadar gula darah dapat dikendalikan [13]. Meskipun tidak dapat disembuhkan,
DM dapat dikontrol seumur hidup [14], sehingga kompartemen R mencerminkan individu yang
kadar gulanya telah menurun pasca perawatan. Namun, tanpa kontrol rutin dan tatalaksana
konsisten, kadar gula dapat kembali meningkat (relapse) [15]. Studi menunjukkan bahwa
intervensi gaya hidup seperti diet sehat, olahraga teratur, dan pengelolaan berat badan dapat
menurunkan risiko progresi pradiabetes ke DM serta meningkatkan kemungkinan pemulihan [16].

2 Metode
Penelitian ini bersifat teoritis dan komputasional dengan pendekatan pemodelan matematika
serta simulasi numerik. Model yang dikembangkan bertujuan untuk memodelkan dinamika
penyebaran Diabetes Melitus (DM) dalam populasi dengan pengaruh pola hidup dan perawatan
berdasarkan faktor risiko biologis.

2.1 Asumsi dan Model

Asumsi model matematika diabetes melitus ini mencakup dinamika populasi yang dimulai dari
individu baru yang langsung masuk ke kompartemen rentan (susceptible). Transmisi DM terjadi
melalui tahapan pra-diabetes (exposed) sebelum menjadi penderita (infected), dipengaruhi oleh
faktor genetik, non-genetik, dan pola hidup. Individu pra-diabetes dapat melakukan pencegahan
untuk menghindari menjadi penderita. Kematian alami terjadi pada semua kompartemen,
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sedangkan kematian akibat penyakit hanya pada kompartemen penderita. Penderita dapat
menjalani perawatan (treatment) dan berpindah ke kompartemen sembuh (recovered) jika patuh.
Ketidakpatuhan atau tidak kontrol gula darah dapat menyebabkan individu kembali ke fase pra-
diabetes. Berdasarkan asumsi tersebut, disusun model matematika DM seperti pada Gambar 1.

Gambar 1: Model Matematika SEIT R Diabetes Melitus dengan Pengaruh Pola Hidup dan Perawatan
Berdasarkan Faktor Risiko Biologis

Parameter-parameter yang terdapat pada Gambar 1 dijelaskan sebagai berikut: λ meru-
pakan laju kelahiran, µ laju kematian alami, δ laju kematian akibat penyakit diabetes, β laju
perpindahan individu dari pradiabetes ke diabetes akibat pola hidup buruk, π faktor genetik,
η faktor non-genetik, α laju perpindahan individu dari pradiabetes (E) ke diabetes (I), φ laju
perpindahan individu yang melakukan perawatan (T ), ϕ laju perpindahan individu yang kadar
gula darahnya kembali normal, τ laju perpindahan individu yang tidak patuh perawatan, ω
laju perpindahan individu yang melakukan pencegahan, dan γ laju perpindahan individu yang
kambuh karena tidak kontrol rutin.

2.2 Penentuan Titik Ekuilibrium Bebas Penyakit dan Endemik

Tujuan dari pencarian titik ekuilibrium adalah untuk memahami perilaku jangka panjang dari
sistem penyebaran penyakit serta bagaimana intervensi yang dilakukan dapat memengaruhi
dinamika jumlah penderita. Berdasarkan definisi, titik ekuilibrium dari model SEITR diperoleh
dengan menyetarakan semua turunan waktu terhadap waktu menjadi nol, yaitu dS

dt = 0, dE
dt = 0,

dI
dt = 0, dT

dt = 0, dan dR
dt = 0. Dalam analisis ini, terdapat dua jenis titik ekuilibrium yang

dikaji, yaitu titik ekuilibrium bebas penyakit dan titik ekuilibrium endemik. Titik ekuilibrium
bebas penyakit diperoleh dengan mensubstitusikan E = 0 dan I = 0, yang menggambarkan
kondisi di mana tidak ada individu yang berada dalam keadaan pradiabetes maupun diabetes.
Sementara itu, titik ekuilibrium endemik diperoleh dengan asumsi bahwa E ̸= 0 dan I ̸= 0, yang
menunjukkan bahwa penyakit tetap ada dan menyebar dalam populasi secara berkelanjutan.

2.3 Penentuan Bilangan Reproduksi Dasar

Bilangan reproduksi dasar merupakan nilai harapan banyaknya populasi rentan menjadi terinfeksi
selama masa infeksi. Pendekatan yang digunakan untuk menentukan bilangan reproduksi dasar
menggunakan The Next Generation Matrix yang didefinisikan sebagai berikut. G = F · V −1.
Berikut kriteria bilangan reproduksi dasar pada model matematika diabetes melitus.

• Jika R0 > 1, maka penyakit diabetes melitus akan menyebar dalam populasi dan dapat
menjadi endemik.
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• Jika R0 < 1, maka penyakit diabetes melitus cenderung akan hilang dari populasi seiring
waktu.

• Jika R0 = 1, maka penyakit berada dalam keadaan kritis, artinya jumlah kasus baru tetap
stabil dan tidak terjadi peningkatan atau penurunan secara signifikan.

2.4 Analisis Kestabilan Titik Ekuilibrium

Dari perhitungan yang telah diperoleh titik ekuilibrium, akan dilakukan analisis kestabilan
terhadap kedua titik. SPD yang merupakan model matematika akan dilinierisasikan terlebih
dahulu, kemudian SPD tersebut dilinierisasi pada persekitaran titik ekulibrium S,E, I, T,R.
Hasil linierisasi tersebut kemudian dinyatakan dalam bentuk matriks Jacobian. Tujuan dari
menganalisis kestabilan titik ekuilibrium ini adalah untuk memahami apakah penyakit akan
berkembang atau hilang dari populasi seiring waktu, berdasarkan kondisi awal dan parameter
model.

2.5 Input Nilai Parameter

Simulasi numerik pada model yang telah dibangun, memerlukan nilai awal subpopulasi serta
estimasi parameter yang sesuai dengan kondisi riil. Penentuan nilai-nilai ini menjadi krusial
karena berpengaruh terhadap akurasi hasil simulasi serta interpretasi dinamika penyebaran
penyakit yang dimodelkan. Data awal yang digunakan dalam penelitian ini diperoleh dari wilayah
Kecamatan Sukasari, Kota Bandung, melalui UPT Sukarasa, UPT Sarijadi, UPT Ledeng, dan
UPT Karang Setra, berdasarkan dokumen resmi dari Badan Pusat Statistik Kota Bandung1

serta Dinas Kesehatan Kota Bandung2 namun ada beberapa yang merupakan asumsi karena
keterbatasan data yaitu subpopulasi yang mengalami pradiabetes E dan yang kadar gula darahnya
sudah kembali normal R. Nilai parameter lainnya diperoleh melalui kombinasi data sekunder,
literatur klinis seperti WHO, serta asumsi.

2.6 Simulasi Numerik

Simulasi numerik dilakukan untuk membuktikan eksistensi titik ekuilibrium dan kestabilannya.
Nilai-nilai parameter yang sudah diperoleh kemudian disubstitusikan ke dalam simulasi menggu-
nakan metode Runge-Kutta Fehlberg (RKF45) dengan software MATLAB, dengan tujuan untuk
memeriksa kestabilan titik ekuilibrium dan melihat dinamika untuk setiap kompartemen.

3 Hasil dan Pembahasan

3.1 Model Matematika Dinamika Penderita Diabetes Melitus

Berdasarkan model matematika pada Gambar 1, diperoleh sistem persamaan diferensial untuk
masing-masing perubahan kompartemen terhadap waktu yaitu sebagai berikut.

1https://bandungkota.bps.go.id/id/publication/2024/02/28/991b8451fddb9bdd7d374894/kota-bandu
ng-dalam-angka-2024.html

2https://opendata.bandung.go.id/dataset/jumlah-pasien-diabetes-melitus-dm-yang-mendapat-pelay
anan-kesehatan-berdasarkan-puskesmas-di-kota-bandung
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

dS

dt
= λ− (π + η)βS(E + I) − µS

dE

dt
= (π + η)βS(E + I) − (µ+ α+ ω)E + τT + γR

dI

dt
= αE − (φ+ δ + µ)I

dT

dt
= φI − (µ+ ϕ+ τ)T + ωE

dR

dt
= ϕT − (µ+ γ)R

(1)

3.2 Titik Ekuilibrium

Titik ekuilibrium diperoleh dengan cara mengubah setiap persamaan pada sistem (1) sama
dengan nol, maka diperoleh sistem persamaan berikut.

λ− (π + η)βS(E + I) − µS = 0
(π + η)βS(E + I) − (µ+ α+ ω)E + τT + γR = 0

αE − (φ+ δ + µ)I = 0
φI − (µ+ ϕ+ τ)T + ωE = 0

ϕT − (µ+ γ)R = 0

(2)

Dari persamaan-persamaan pada sistem (2) diperoleh persamaan berikut.

S = λ

µ+ (π + η)β(E + I)

E = − (π + η)βSI + τT + γR

(π + η)βS − (µ+ α+ ω)

I = αE

φ+ δ + µ

T = φI + ωE

µ+ φ+ τ

R = φT

µ+ γ

(3)

3.2.1 Titik Ekuilibrium Bebas Penyakit

Mencari titik ekuilibrium bebas penyakit DM adalah dengan melakukan substitusi I = 0 dan
E = 0 ke sistem (3) sehingga diperoleh

T1(S,E, I, T,R) =
(
λ

µ
, 0, 0, 0, 0

)
(4)

3.2.2 Titik Ekuilibrium Endemik

Mencari titik ekuilibrium endemik DM adalah dengan melakukan substitusi persamaan satu ke
persamaan lainnya dan dibuat dalam E pada sistem (3) sedemikian sehingga E ̸= 0 dan I ̸= 0.
Titik ekuilibrium endemik DM adalah sebagai berikut.
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T2(S,E, I, T,R) =



λ

(π + η)βE
(
φ+δ+µ+α
φ+δ+µ

)
+ µ

, E,
αE

φ+ δ + µ
,

(
φα

φ+δ+µ + ω
)
E

µ+ φ+ τ
,

φ

µ+ γ
·


(

φα
φ+δ+µ + ω

)
E

µ+ φ+ τ



 (5)

di mana nilai E adalah sebagai berikut

E = λA− (C −D1 −D2)B
(C −D1 −D2)A

dengan:
A = φ+ δ + µ+ α

φ+ δ + µ

B = µ

(π + η)β
C = µ+ α+ ω

D1 = τ

( φα
φ+δ+µ + ω

µ+ φ+ τ

)

D2 = γφ

(µ+ γ)(µ+ φ+ τ)

(
φα

φ+ δ + µ+ ω

)

3.3 Bilangan Reproduksi Dasar

Pada model dinamika jumlah penderita DM, infeksi berada pada subpopulasi yang telah terkena
faktor risiko sehingga kadar gula darah meningkat E dan subpopulasi yang sudah terkena DM I.

dE

dt
= (π + η)βS(E + I) − (µ+ α+ ω)E + τT + γR = 0

dI

dt
= (1 − α)E − (µ+ δ1)I

Dengan matriks Fi berkaitan dengan laju infeksi sekunder yang meningkatkan populasi di
kompartemen penyakit dan matriks Vi berkaitan dengan laju penurunan populasi di kompartemen
penyakit akibat perkembangan penyakit, kematian, atau pemulihan, maka diperoleh

F1 = (π + η)βS(E + I) + τT + γR

F2 = αE

V1 = (µ+ ω + α)E
V2 = (φ+ µ+ δ1)I

Diperoleh matriks Jacobian sebagai berikut untuk matriks transmisi

F =
[
∂F1
∂E

∂F1
∂I

∂F2
∂E

∂F2
∂I

]

F =
[
(π + η)βS (π + η)βS

α 0

]
substitusikan titik ekuilibrium bebas penyakit pada sistem (4) sehingga diperoleh sebagai berikut.

F =

(π + η)βλ
µ

(π + η)βλ
µ

α 0

 (6)
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Diperoleh matriks Jacobian sebagai berikut untuk matriks transisi

V =
[
∂V1
∂E

∂V1
∂I

∂V2
∂E

∂V2
∂I

]

V =
[
α+ µ+ ω 0

0 φ+ µ+ δ

]
(7)

Matriks V −1 pada (7) adalah sebagai berikut.

V−1 =
[ 1
µ+ω+α 0

0 1
φ+µ+δ

]
(8)

Bilangan reproduksi dasar menggunakan matriks generasi selanjutnya dirumuskan sebagai

G = F · V −1 (9)

⇒ G = FV−1 =


(π+η)βλ
µ+ω+α

(π+η)βλ
φ+µ+δ

µ 0
α 0

[ 1
µ+ω+α 0

0 1
φ+µ+δ

]
(10)

⇒ G =
[ (π+η)βλ
µ(µ+ω+α)

(π+η)βλ
µ(φ+µ+δ)

α
µ+ω+α 0

]
(11)

det(G −ψI) = 0 di mana ψ adalah nilai eigen dan I adalah matriks identitas orde 2×2 sedemikian
sehingga

det
([ (π+η)βλ

µ(µ+ω+α)
(π+η)βλ
µ(φ+µ+δ)

α
µ+ω+α 0

]
− ψ

[
1 0
0 1

])
= 0 (12)

⇒ det
[ (π+η)βλ
µ(µ+ω+α) − ψ (π+η)βλ

µ(φ+µ+δ)
α

µ+ω+α −ψ

]
= 0 (13)

diperoleh dua nilai eigen ψ dari determinan tersebut yaitu

ψ1 = (π + η)βλ
µ(µ+ ω + α) dan ψ2 = 0 (14)

Karena bilangan reproduksi dasar menggunakan next generation matrix merupakan radius
spektral atau nilai terbesar dari nilai eigen, maka nilai eigen yang dipilih untuk bilangan
reproduksi dasar adalah ψ1.

R0 = (π + η)βλ
µ(µ+ ω + α) (15)

3.4 Analisis Kestabilan Titik Ekuilibrium Titik Bebas Penyakit dan Endemik

Misalkan sistem persamaan diferensial (1) sebagai berikut.

dS

dt
= λ− (π + η)βS(E + I) − µS = f(S,E, I, T,R)

dE

dt
= (π + η)βS(E + I) − (µ+ α+ ω)E + τT + γR = q(S,E, I, T,R)

dI

dt
= αE − (φ+ δ + µ)I = m(S,E, I, T,R)

dT

dt
= φI − (µ+ ϕ+ τ)T + ωE = n(S,E, I, T,R)

dR

dt
= ϕT − (µ+ γ)R = j(S,E, I, T,R)

(16)
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Penentuan kestabilan di sekitar titik ekuilibrium bebas penyakit (4), dilakukan pelinearan
terhadap persamaan (16) kemudian dibentuk dalam matriks Jacobian J yang berukuran 5 × 5
seperti berikut.

J =



∂f
∂S

∂f
∂E

∂f
∂I

∂f
∂T

∂f
∂R

∂q
∂S

∂q
∂E

∂q
∂I

∂q
∂T

∂q
∂R

∂m
∂S

∂m
∂E

∂m
∂I

∂m
∂T

∂m
∂R

∂n
∂S

∂n
∂E

∂n
∂I

∂n
∂T

∂n
∂R

∂j
∂S

∂j
∂E

∂j
∂I

∂j
∂T

∂j
∂R

 (17)

di mana

∂f

∂S
= −(π + η)β(E + I) − µ,

∂q

∂S
= (π + η)β(E + I), ∂f

∂E
= −(π + η)βS,

∂q

∂E
= (π + η)βS − (µ+ α+ ω), ∂m

∂E
= α,

∂n

∂E
= ω,

∂f

∂I
= −(π + η)βS

∂q

∂I
= (π + η)βS, ∂m

∂I
= φ,

∂q

∂T
= τ,

∂n

∂T
= −(µ+ ϕ+ τ), ∂j

∂T
= ϕ

∂q

∂R
= γ,

∂j

∂R
= −(µ+ γ)

∂m

∂S
= ∂n

∂S
= ∂j

∂S
= ∂j

∂E
= ∂j

∂I
= ∂f

∂T
= ∂m

∂T
= ∂f

∂R
= ∂m

∂R
= ∂n

∂R
= 0

Subsitusikan nilai titik bebas penyakit (4) pada sistem pada matriks Jacobian (17) tersebut
sedemikian sehingga menjadi sebagai berikut.

J =



−µ −(π + η)βλ
µ

0 0 0 0

0 (π + η)βλ
µ

− (µ+ α+ ω) 0 τ γ 0

0 α −(µ+ φ+ δ) 0 0 0
0 ω φ −(µ+ ϕ+ τ) 0 0
0 0 0 ϕ −(µ+ γ) 0


selanjutnya untuk memperoleh nilai eigen, dihitung determinan dari (J − ψI) = 0 di mana I
merupakan matriks identitas berukuran 2 × 2 sehingga matriks tersebut menjadi sebagai berikut.

det(J) =

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

−µ− ψ −
(π + η)βλ

µ
0 0 0 0

0
(π + η)βλ

µ
− (µ+ α+ ω) − ψ 0 τ γ 0

0 α −(µ+ φ+ δ) − ψ 0 0 0
0 ω φ −(µ+ ϕ+ τ) − ψ 0 0
0 0 0 ϕ −(µ+ γ) − ψ 0

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
(18)

determinan pada matriks (18) akan diperoleh nilai eigen sebagai berikut.

1. ψ1 = −µ

2. ψ2 = (π + η)βλ
µ

− (µ+ α+ ω)

3. ψ3 = −(µ+ φ+ δ)
4. ψ4 = −(µ+ ϕ+ τ)
5. ψ5 = −(µ+ γ)

Berdasarkan teori kestabilan linear [17] titik ekuilibrium suatu sistem diferensial dikatakan stabil
asimtotik secara lokal apabila semua nilai eigen dari matriks Jacobian pada titik tersebut memiliki
bagian real negatif. Oleh karena itu, titik ekuilibrium bebas penyakit diabetes melitus pada sistem
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persamaan diferensial (1) dinyatakan stabil asimtotik jikaψ1 < 0, ψ2 < 0, ψ3 < 0, ψ4 < 0, ψ5 < 0.
Ini berarti,

1. ψ1 = −µ < 0 ⇒ µ > 0

2. ψ2 = (π + η)βλ
µ

− (µ+ α+ ω) < 0 ⇒ (π + η)βλ
µ

< (µ+ α+ ω)

3. ψ3 = −(µ+ φ+ δ) < 0
4. ψ4 = −(µ+ ϕ+ τ) < 0
5. ψ5 = −(µ+ γ) < 0

substitusikan nilai parameter pada Tabel 2 pada nilai-nilai eigen tersebut, sedemikian sehingga
diperoleh ψ1 = 0,0135 > 0, ψ2 = 0,00097 < 0, 00097, ψ3 = 0,0322 > 0, ψ4 = 0,0859 > 0, dan
ψ5 = 0,0835 > 0. Karena nilai-nilai eigen tersebut memenuhi kondisi, maka titik ekuilibrium
bebas penyakit stabil asimtotik. Artinya, penyakit akan menghilang dan menurun sehingga tidak
ada yang sakit. Oleh karena itu, untuk memvalidasi hasil analisis kualitatif, akan dilakukan
perhitungan solusi secara numerik.

Selanjutnya, akan dianalisis kestabilan titik ekuilibrium endemik. Substitusikan titik ekulib-
rium endemik pada (5) ke matriks jacobian pada (17) . Untuk mempermudah perhitungan,
dimisalkan sebagai berikut. m1 = π + η, m2 = φ+δ+µ+α

φ+δ+µ , m3 =
( φα
φ+δ+µ+ω)
µ+ϕ+τ ,m4 = µ + α + ω ,

m5 = µ+φ+ δ , m6 = µ+ϕ+ τ , m7 = µ+ γ sedemikian sehingga matriks (17) menjadi sebagai
berikut.

J =



−m1β

(
E + αE

φ+ δ + µ

)
− µ − m1βλ

(π + η)βEm2 + µ
0 0 0 0

m1β

(
E + αE

φ+ δ + µ

)
m1βλ

(π + η)βEm2 + µ
−m4 0 τ γ 0

0 α −m5 0 0 0
0 ω φ −m6 0 0
0 0 0 ϕ −m7 0


(19)

selanjutnya untuk memperoleh nilai eigen, dihitung determinan dari (J − ψI) = 0 di mana I
merupakan matriks identitas berukuran 2 × 2 sehingga matriks tersebut menjadi sebagai berikut.

det(J) =

∣∣∣∣∣∣∣∣∣
−m1β

(
E +

αE

φ + δ + µ

)
− µ − ψ −

m1βλ

(π + η)βEm2 + µ
0 0 0 0

m1β

(
E +

αE

φ + δ + µ

)
m1βλ

(π + η)βEm2 + µ
− m4 − ψ 0 τ γ 0

0 α −m5 − ψ 0 0 0
0 ω φ −m6 − ψ 0 0
0 0 0 ϕ −m7 − ψ 0

∣∣∣∣∣∣∣∣∣ = 0

determinan pada matriks tersebut akan diperoleh nilai eigen sebagai berikut.
a. ψ1 = −m1β

(
E + αE

φ+δ+µ

)
− µ

b. ψ2 = m1β
(

λ
m1βEm2+µ

)
−m4

c. ψ3 = −m5

d. ψ4 = −m6

e. ψ5 = −m7
Berdasarkan teori kestabilan linear [17] titik ekuilibrium suatu sistem diferensial dikatakan stabil
asimtotik secara lokal apabila semua nilai eigen dari matriks Jacobian pada titik tersebut memiliki
bagian real negatif. Oleh karena itu, titik ekuilibrium endemik diabetes melitus pada sistem
persamaan diferensial (1) dinyatakan stabil asimtotik jika ψ1 < 0, ψ2 < 0, ψ3 < 0, ψ4 < 0, ψ5 < 0.
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Ini berarti,

1. ψ1 = −(π + η)β
(
E + αE

φ+ δ + µ

)
− µ < 0

2. ψ2 = (π + η)β



λ

(π + η)β
(
φ+ δ + µ+ α

φ+ δ + µ

)
+ µ

λ

(π + η)β
(
φ+ δ + µ+ α

φ+ δ + µ

) + µ

− (µ+ α+ ω) < 0

⇒ (π + η)β



λ

(π + η)β
(
φ+ δ + µ+ α

φ+ δ + µ

)
+ µ

λ

(π + η)β
(
φ+ δ + µ+ α

φ+ δ + µ

) + µ

 < (µ+ α+ ω)

3. ψ3 = −(µ+ φ+ δ) < 0

4. ψ4 = −(µ+ ϕ+ τ) < 0

5. ψ5 = −(µ+ γ) < 0

substitusikan nilai parameter pada Tabel 2 pada nilai-nilai eigen tersebut, sedemikian sehingga
diperoleh: ψ1 = −0,3629 < 0, ψ2 = 0,0036 < 0,0459, ψ3 = 0, 0322 > 0, ψ4 = 0, 0859 > 0,
ψ5 = 0, 0835 > 0, Karena nilai nilai-nilai eigen memenuhi kestabilan, maka titik ekuilibrium
endemik stabil asimtotik. Artinya, penyakit bertahan dalam populasi. Berikut nilai titik
ekuilibrium endemik pada simulasi. Oleh karena itu, untuk memvalidasi hasil analisis kualitatif,
akan dilakukan perhitungan solusi secara numerik.

3.5 Nilai Awal dan Parameter

Berdasarkan data pada bagian 2.5, jumlah penduduk di Kecamatan Sukasari tahun 2023 adalah
78.277 jiwa. Berdasarkan data puskesmas, sebanyak 1.287 orang terindikasi menderita diabetes
melitus (I) dan 1.004 orang di antaranya mendapatkan perawatan (T ). Mengacu pada [18]),
prevalensi pradiabetes diasumsikan sebesar 12% dari total populasi, yaitu sekitar 9.393 orang
(E). Berdasarkan [19], angka remisi diperkirakan 20% dari total penderita yang pernah dirawat,
sehingga jumlah populasi yang mengalami remisi (R) diasumsikan sebanyak 458 orang. Dengan
demikian, jumlah populasi rentan (S) diperoleh dari selisih total populasi dan kompartemen
lainnya, yaitu sebesar 66.135 orang. Berdasarkan hal tersebut, berikut disajikan tabel terkait
variabel model.

Tabel 1: Variabel Model
Variabel Deskripsi Nilai
S(t) Populasi rentan 66.135
E(t) Pra-diabetes 9.393
I(t) Penderita diabetes 1287
T (t) Penderita yang menjalani perawatan 1004
R(t) Remisi setelah perawatan 458

Kemudian untuk nilai parameter disajikan pada Tabel 2 sebagai berikut. Parameter yang
bersumber dari literatur tercantum di Tabel 2, dengan rincian sumber masing-masing dikutip
sesuai daftar pustaka [18], [20], [21], [22], [23], [24].
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Tabel 2: Nilai Parameter
No Parameter Nilai Sumber
1 λ 1000 Asumsi
2 µ 0,0135 Asumsi
3 δ 0,0167 Putri (2024)
4 α 0,03 RISKESDAS (2018)
5 π 0,00005 Fajri dkk., (2020)
6 β 0,0009 Fajri dkk., (2020)
7 φ 0,002 Asumsi
8 η 0,0014 Hemminki dkk., (2010)
9 ω 0,05 Knowler dkk., (2002)
10 ϕ 0,07 Riddle dkk., (2020)
11 τ 0,0024 Fajri dkk., (2020)
12 γ 0,07 Asumsi

4 Simulasi Numerik
Hasil simulasi numerik menunjukkan beberapa kondisi yang menggambarkan model matematika
diabetes melitus dengan pengaruh pola hidup dan perawatan berdasarkan faktor risiko biologis
menggunakan nilai variabel pada Tabel 1 dan nilai parameter pada Tabel 2. Berikut merupakan
hasil simulasi numerik pada pengaruh pola hidup buruk di setiap subpopulasi.

Gambar 2: Populasi S terhadap β Gambar 3: Populasi E terhadap β

Gambar 4: Populasi I terhadap β Gambar 5: Populasi T terhadap β

Gambar 6: Populasi R terhadap β
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Gambar 2 s.d Gambar 6 merupakan pengaruh pola hidup buruk (β) terhadap dinamika
perkembangan DM dengan melakukan simulasi pada variasi nilai β rentang [0,0005; 0,001],
sementara parameter lainnya tetap. Hasil simulasi menunjukkan bahwa semakin besar nilai
β, maka bilangan reproduksi dasar R0 meningkat, yang berarti peluang individu rentan (S)
berpindah ke prediabetes (E) semakin tinggi akibat gaya hidup buruk. Hal ini juga didukung
dengan faktor risiko biologis seperti genetik dan non genetik juga dapat berpengaruh pada
dinamika populasi. Kondisi ini menyebabkan peningkatan populasi penderita DM (I), pasien
dalam perawatan (T ), hingga individu yang mengalami penurunan kadar gula darah (R). Pada
nilai β = 0,001, puncak populasi I dan T terjadi lebih cepat dan lebih tinggi dibandingkan nilai
β yang lebih kecil, sedangkan peningkatan R mencerminkan tingginya kasus DM yang berhasil
dirawat, bukan membaiknya kondisi populasi secara keseluruhan. Oleh karena itu, pengendalian
pola hidup menjadi aspek penting dalam menekan laju penyebaran DM dalam populasi. Berikut
merupakan tabel nilai β dan R0.

Tabel 3: Nilai R0 Berdasarkan Nilai β

β Nilai R0
0,001 1,148742
0,0009 1,033868
0,0007 0,80412
0,0005 0,574371

Selanjutnya, akan ditunjukkan hasil simulasi numerik dengan pengaruh pencegahan berupa
perawatan pada setiap subpopulasi subpopulasi

Gambar 7: Perilaku Populasi Manusia S Terhadap ω Gambar 8: Perilaku Populasi Manusia E Terhadap ω

Gambar 9: Perilaku Populasi Manusia I Terhadap ω Gambar 10: Perilaku Populasi Manusia T Terhadap ω

Gambar 11: Perilaku Populasi Manusia R Terhadap ω
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Gambar 7 s.d Gambar 11 menunjukkan simulasi pengaruh variasi nilai ω pada rentang
[0,01; 0,07] terhadap dinamika populasi dan bilangan reproduksi dasar R0. Semakin besar
ω, semakin rendah R0, karena lebih banyak individu pradiabetes (E) melakukan pencegahan
atau perawatan sebelum menjadi penderita DM (I). Peningkatan ω menyebabkan populasi
rentan (S) bertahan lebih tinggi, populasi pradiabetes (E) dan penderita DM (I) menurun,
sementara populasi dalam perawatan (T ) dan yang berhasil dikendalikan (R) meningkat. Hal
ini menunjukkan bahwa pencegahan dan intervensi dini efektif menekan perkembangan DM,
menurunkan R0, serta menjaga keseimbangan populasi. Berikut merupakan tabel nilai ω dan R0.

Tabel 4: Nilai R0 berdasarkan ω

ω R0
0,07 0,851689
0,05 1,033868
0,03 1,315193
0,01 1,806854

Berdasarkan hasil analisa kestabilan titik kritis dan simulasi numerik diperoleh hasil bahwa
pengendalian perkembangan jumlah populasi penyakit DM dapat dilakukan melalui penurunan
laju pola hidup tidak sehat (β) dan peningkatan upaya pencegahan (ω). Hasil ini sesuai
dengan penelitian [25] yang menyatakan bahwa perlu dilakukan intervensi d diabetes mellitus
sejak dini serta menerapkan gaya hidup sehat untuk menjaga kadar gula darah sehingga tidak
menyebabkan diabetes melitus. Selain itu, menurut [26] mengendalikan faktor risiko juga penting
dalam mengendalikan DM sehingga dapat memulihkan kekacauan metabolisme dan segala proses
metabolik kembali normal.

5 Kesimpulan
Pada penelitian ini telah dibangun model matematika yang menggambarkan jumlah dinamika
penyakit diabetes melitus dengan pengaruh pola hidup dan perawatan berdasarkan faktor
genetik serta non-genetik. Model tersebut diperoleh titik ekuilibrium berupa bebas penyakit
dan endemik, serta bilangan reproduksi dasar yang merupakan perbandingan kekuatan faktor
risiko yang mendorong terjadinya pradiabetes seperti pola hidup buruk, faktor genetik, dan
non genetik dengan laju keluar pada sistem yaitu kekuatan hambatan terhadap perkembangan
penyakit seperti laju kematan dan pencegahan. Hasil simulasi menunjukkan bahwa pengendalian
perkembangan jumlah populasi DM dapat dilakukan melalui penurunan laju pola hidup tidak
sehat (β) dan peningkatan upaya pencegahan (ω). Kedua strategi ini saling melengkapi, di mana
penurunan β melalui penerapan kebiasaan hidup sehat berperan dalam menurunkan nilai R0,
di mana ketika R0 < 1 akan mendekat ke titik bebas penyakit dan R0 > 1 akan mendekat ke
titik endemik. Selain itu, peningkatan ω membantu menekan jumlah penderita baru. Dengan
demikian, sinergi antara perubahan pola hidup dan tindakan pencegahan menjadi kunci penting
dalam mengurangi risiko penyebaran DM dan memperbesar peluang tercapainya kondisi bebas
DM.
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